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Le texte qui suit ne n � ecessite que des connaissances � el � emen taires concernan t les longueurs, les aires

planes et les v olumes, rapp el � ees en Annexe. La seule notion nouv elle, que l'on trouv era � egalemen t en

Annexe, est celle de dilat � e d'un ensem ble .

1 L'in � egalit � e isop � erim � etrique

Th � eor � eme 1.1

Si une courb e ferm � ee simple de longueur L d � elimite une zone in t � erieure d'aire A , alors :

4 � A � L

2

a v ec � egalit � e si et seulemen t si la courb e est un cercle.

Preuv e 1.1

Cette in � egalit � e est in v arian te par similitude ; nous p ouv ons donc, par homoth � etie, supp oser que la

courb e est de longueur L = 2 � . P aram � etrons la courb e par son abscisse curviligne : ( x ( s ) ; y ( s )) (0 �

s � 2 � ). T out revien t alors �a � etablir que :

A � � (1)

L'in v ariance par similitude nous autorise � egalemen t, sans n uire �a la g � en � eralit � e, �a translater la courb e

en sorte que

Z

2 �

0

x ( s ) ds = 0.

Nous a v ons main tenan t b esoin d'un r � esultat in term � ediaire :

Lemme 1.1

Soit f une fonction C

1

2 � -p � erio dique telle que

Z

2 �

0

f ( t ) dt = 0 , alors

Z

2 �

0

f

0

( t )

2

dt �

Z

2 �

0

f ( t )

2

dt

a v ec � egalit � e si et seulemen t si f ( t ) est de la forme � cos( t � ' ) ( � et ' quelconques).

Preuv e 1.2 ( du lemme)

On d � ecomp ose f en s � erie de F ourier :

f ( t ) =

X

1

k =1

( a

k

cos k t + b

k

sin k t ) (puisque a

0

= 0)

D'o �u, par d � eriv ation terme �a terme :

f

0

( t ) =

X

1

k =1

k ( b

k

cos k t � a

k

sin k t ) :

Ces deux d � ecomp ositions donnen t resp ectiv emen t, d'apr � es l'iden tit � e de P arsev al :

1



(

1

�

R

2 �

0

f ( t )

2

dt =

P

1

k =1

( a

2

k

+ b

2

k

)

1

�

R

2 �

0

f

0

( t )

2

dt =

P

1

k =1

k

2

( a

2

k

+ b

2

k

)

D'o �u :

Z

2 �

0

f

0

( t )

2

dt �

Z

2 �

0

f ( t )

2

dt = �

X

1

k =1

( k

2

� 1)( a

2

k

+ b

2

k

)

qui est � 0, comme annonc � e.

Il reste �a en visager le cas d' � egalit � e ; le second mem bre de l'iden tit � e pr � ec � eden te est n ul si et seulemen t

si tous les a

k

et b

k

son t n uls p our k � 2, autremen t dit si et seulemen t si :

f ( t ) = a

1

cos t + b

1

sin t = � cos ( t � ' )

p our certains co eÆcien ts a

1

et b

1

, ou bien � et ' . Ceci ac h � ev e la d � emonstration du lemme.

Le r � esultat (1) d � ecoule alors de l'iden tit � e suiv an te :

Z

2 �

0

�

x

0 2

( s ) + y

0 2

( s )

�

ds

| {z }

= 2 � � 1

(v oir Annexe)

� 2

Z

2 �

0

x ( s ) y

0

( s ) ds

| {z }

= A

(v oir Annexe)

=

Z

2 �

0

�

x

0 2

( s ) � x

2

( s )

�

ds

| {z }

� 0

(lemme).

+

Z

2 �

0

�

x ( s ) � y

0

( s )

�

2

ds

| {z }

� 0

Le cas d' � egalit � e A = � a lieu si et seulemen t si les deux in t � egrales du second mem bre son t n ulles,

c'est-� a-dire si et seulemen t si :

{ d'une part, l'on est dans le cas d' � egalit � e du lemme (� a sa v oir x ( s ) = � cos ( s � ' )).

{ et que l'on a, de plus : y

0

( s ) = x ( s ) p our tout s , ce qui en tra ^ �ne y ( s ) = � sin ( s � ' ) + c .

Ce qui v eut dire que le p oin t ( x ( s ) ; y ( s )) d � ecrit alors un cercle.

2 Applications aux param � etres de forme

1) P osons

C =

4 � A

L

2

d'apr � es l'in � egalit � e isop � erim � etrique : C 2 ]0 ; 1]. On utilise C comme p ar am � etr e de cir cularit � e , in v arian t

par similitude. Plus C est pro c he de 1, plus la courb e est \consid � er � ee comme circulaire". On p ourra

se servir du co eÆcien t C m ^ eme si la courb e n'est pas partout di� � eren tiable, par exemple p our des

p olygones. Ainsi, p our un p olygone r � egulier �a n c^ ot � es, C =

� =n

tan( � =n )

; ce qui donne C ' 0 : 6 p our

un triangle � equilat � eral alors que p our un o ctogone r � egulier, on obtien t C ' 0 : 95.

2) Si l'on ne conserv e que les co eÆcien ts d'indice 0 et 1 des s � eries de F ourier des fonctions x et y ,

autremen t dit, si l'on fait l'appro ximation suiv an te :

�

x ( s ) ' a

0

= 2 + a

1

cos s + b

1

sin s

y ( s ) ' �

0

= 2 + �

1

cos s + �

1

sin s

On obtien t une ellipse en tan t qu'image, par une transformation aÆne, du cercle unit � e. Cette ellipse

constitue, p our certaines applications, une appro ximation in t � eressan te de la courb e (v oir Fig. 1) ;

de l� a, p eut se d � eduire un p ar am � etr e d'al longement de la courb e, � egal au rapp ort du demi-grand au

demi-p etit axe de l'ellipse.
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Fig. 1 { \Meil leur e appr oximation " d'une c ourb e (ici triangulair e) p ar une el lipse.

3 La "densit � e cin � ematique"

Consid � erons deux courb es param � etr � ees C

0

et C

1

, non n � ecessairemen t ferm � ees ou simples (v oir les

d � e�nitions dans l'Annexe).

Soit Z � Z

C

0

C

1

l'ensem ble des d � eplacemen ts D

a;b;'

(v oir Annexe) tels que :

C

0

\ D

a;b;'

( C

1

) 6= ;

P ar abus de langage, on p eut consid � erer que ces D

a;b;'

\am � enen t C

1

�a coup er C

0

".

(v oir par exemple la Fig. 2 qui corresp ond �a l'exemple 2 ci-dessous).

Consid � erons cet ensem ble Z

C

0

C

1

comme "zone v olumique" de l'espace de repr � esen tation E = R �

R � [0 ; 2 � [ auquels appartiennen t les triplets ( a; b; ' ) .

Cette \zone" Z

C

0

C

1

est clairemen t b orn � ee dans E . De plus, si une fonction n est attac h � ee �a c haque

triplet ( a; b; ' ) (dans la suite, ce sera toujours la fonction \ n = nom bre de p oin ts d'in tersection de C

0

a v ec D

a;b;'

( C

1

)"), on d � e�nira ce que l'on app elle l' in t � egrale cin � ematique de cette fonction comme

� etan t l'in t � egrale suiv an te, (triple, mais on ne met qu'un signe

R

), � etendue �a toute la zone Z de E :

Z

Z

n dadbd' (2)

(on admet l'in t � egrabilit � e de cette fonction sur cette "zone").

Remarque : ne pas c herc her �a in terpr � eter s � epar � emen t le terme \cin � ematique" : il fait un tout a v ec

le mot "in t � egrale cin � ematique"

Prop osition : La d � e�nition (2) est ind � ep endan te de la p osition relativ e des courb es C

0

et C

1

.

Preuv e 3.1

En e�et, si l'on consid � ere que C

1

a subi pr � ealablemen t le d � eplacemen t D

a;b;'

qui l'a amen � e en

C

0

1

= D

a;b;'

( C

1

), l'ensem ble consid � er � e est celui, E

0

, des triplets ( a

0

; b

0

; '

0

) tels que :

C

0

\ D

a

0

;b

0

;'

0

( C

0

1

) 6= ; ( ) C

0

\ D

a

00

;b

00

;'

00

( C

1

) 6= ;

a v ec les notations de (13).

Di� � eren tions les form ules (13) (a v ec, rapp elons-le, a; b; ' �x � es) :
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8

<

:

da

00

= da

0

+ ( � a sin '

0

� b cos '

0

) d'

0

db

00

= db

0

+ ( a cos '

0

� b sin '

0

) d'

0

d'

00

= d'

0

(3)

On en d � eduit que l' � el � emen t di� � eren tiel n'est pas mo di� � e :

da

00

db

00

d'

00

= 1 :da

0

db

0

d'

0

(jacobien � egal �a 1), ce qui prouv e la prop osition.

4 Exemples

Exemple 1 :

Consid � erons (Fig. 2) le cas o �u C

0

et C

1

son t deux cercles concen triques, de ra y ons resp ectifs 2 R et

R (donc de longueurs resp ectiv es L

0

= 4 � R et L

1

= 2 � R ).

Fig. 2 { L es d � eplac ements D

a;b;�

tels que D

a;b;�

( C

1

)

T

C

0

6= ; forment une zone cylindrique Z �

Z

C

0

C

1

dans l'esp ac e E

Aucun de ces deux cercles n'est sensible �a une rotation, quelle qu'elle soit. Autremen t dit, seuls les

mo dules des translations p ossibles son t �a prendre en compte.

Le grand cercle est coup � e par le p etit cercle si ce dernier subit une translation de mo dule au moins

R et au plus 3 R . C'est-� a-dire que, quelle que soit la v aleur de ' , on ab outit �a une zone des couples

( a; b ) p ossibles qui est une couronne (di� � erence de deux disques) d'aire :

� (3 R )

2

� � R

2

= 8 � R

2

La zone Z est donc un "tuy au cylindrique" de diam � etres in t � erieur R et ext � erieur 3 R , et de hauteur

2 � .

L'in t � egrale de v olume (2) s'obtien t par in t � egration, p our ' v arian t de 0 �a 2 � ; de la surface (constan te)

8 � R

2

de la section, en tenan t compte du facteur n = 2, qui est le nom bre de p oin ts en lesquels deux

cercles se coup en t en g � en � eral (les cas de tangence, donnan t la v aleur n = 1, corresp onden t aux p oin ts

situ � es �a la surface de la zone Z : ils ne con tribuen t donc pas �a la v aleur du v olume).

La v aleur de l'in t � egrale est donc 2 � � 8 � R

2

� 2 = 32 �

2

R

2

soit 4 fois le pro duit des longueurs L

0

L

1

.
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Fig. 3 { L'ensemble des ( a; b ) tels que D

a;b;�

( C

1

) (not � e C

0

1

c oup e ( C

0

) est mat � erialis � e sous forme

gris � ee, p our di� � er entes valeurs de � ( � = 0 ;

�

4

;

�

2

;

3 �

4

; �

Le fait que

Z

Z

n dadbd' = 4 L

0

L

1

est g � en � eral. V o y ons-le sur un deuxi � eme exemple.

Exemple 2 :

Consid � erons le cas o �u C

0

et C

1

son t des segmen ts de longueurs L

0

et L

1

resp ec. (v oir �gure 3).Nous

les a v ons p ositionn � es de telle mani � ere qu'ils se touc hen t et for men t un angle � egal �a

�

2

. La �gure

4 rend compte de la zone v olumique Z � Z

C

0

C

1

don t certaines sections horizon tales son t les pa-

rall � elogrammes de la Fig. 3a. Le premier sc h � ema de la Fig. 3a corres- p ond aux \translations pures",

de v ecteur ( a; b ), c'est-� a-dire �a l'ensem ble des cou- ples ( a; b ) tels que C

0

\ D

a;b; 0

( C

1

) 6= ; .

Fig. 4 { L a zone \ Z " (voir �gur e 3)
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Cet ensem ble est un rectangle d'aire L

0

� L

1

que l'on trouv e �a la base de la zone Z . Dans le cas

g � en � eral o �u il y a une rotation pr � ealable ' , l'ensem ble des couples ( a; b ) tels que C

0

\ D

a;b;'

( C

1

) 6= ;

est un parall � elogramme d'angle d'ouv er ture (

�

2

+ ' ), donc d'aire :

L

0

� L

1

�

�

�

�

sin (

�

2

+ ' )

�

�

�

(4)

L'in t � egrale de v olume (2) est obten ue en in t � egran t, p our ' v arian t de 0 �a 2 � , l'aire de la section �a

l"'altitude" ' (form ule (4)), ce qui donne, cette fois encore, 4 L

0

L

1

. Il est donc temps d' � enoncer :

5 Le Th � eor � eme de P oincar � e

Z

Z

n dadbd' = 4 L

0

L

1

a v ec Z = f ( a; b; ' ) tels que C ar d ( D

a;b;'

( C

1

) \ C

0

)

| {z }

n ou n

a;b;'

> 0 g

(le terme "Card" d � esignan t le nom bre d' � el � emen ts).

Donnons une preuv e sommaire de ce th � eor � eme : en visager toutes les in tersections en tre la courb e

C

0

et une "d � eplac � ee" de la courb e C

1

revien t �a consid � erer que ces courb es son t constitu � ees d'une

in�nit � e de segmen ts in�nit � esimaux auxquels on p eut appliquer le r � esultat de l'exemple 2 ci-dessus :

en somman t tous les r � esultats, on reconstitue les deux mem bres de l' � egalit � e du th � eor � eme.

6 Une � egalit � e isop � erim � etrique

Nous allons main tenan t nous restreindre �a un con v exe compact K p our une plus grande simplicit � e

d'exp osition.

Sa fron ti � ere, not � ee � egalemen t K par abus d' � ecriture, est une courb e ferm � ee qui sera la courb e "ana-

lys � ee" C

0

; nous noterons L

0

= L sa longueur. Nous prendrons p our courb e "analysan te" C

1

un cercle

de ra y on r que nous noterons C .

Soit r

i

(resp. r

c

) la b orne sup � erieure des ra y ons des cercles in t � erieurs �a K (resp. la b orne inf � erieure

des ra y ons des cercles con tenan t K ) (v oir Fig. 4).

Il n'est pas diÆcile de mon trer que ces b ornes son t attein tes : on p ourra donc parler d'un cercle

inscrit et d'un cercle circonscrit �a K .

Notons S

n;r

(ou plus simplemen t S

n

) l'aire de l'ensem ble des cen tres des cercles "copies du cercle C "

qui coup en t K en n p oin ts. T oujours par abus de notation, S

n

d � esignera � ev en tuellemen t l'ensem ble

corresp ondan t.

Remarque : On admet que les S

n

d'indices impairs son t d'aire n ulle (ils corresp onden t essen tielle-

men t �a des cas de tangence).

Comme il a v ait d � ej� a � et � e remarqu � e dans l'exemple 1 ci-dessus, lorsque la courb e "analysan te" est un

cercle, qui est in v arian t par rotation, il suÆt de d � eterminer la zone surfacique "de base" Z

B

, car alors

la zone v olumique Z est un cylindre de base Z

B

et de hauteur 2 � .

P ar suite, la form ule de P oincar � e appliqu � ee au cas o �u la courb e analysan te est un disque de ra y on r

donne

Z

Z

n d'dadb =

Z

2 �

0

d'

Z

Z

B

n dadb = 2 �

Z

Z

B

n dadb = 4(2 � r ) L
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Fig. 5 { A - Un c onvexe b orn � e ave c un c er cle inscrit de r ayon minimal r

i

et un c er cle cir c onscrit

de r ayon minimal r

c

. B - Quelques S

n

p our un p olygone c onvexe K �a r �x � e. L e c er cle D

a;b;�

( C )

r epr � esent � e ici c oup e 6 fois K . Son c entr e app artient donc �a la zone S

6

. On r emar quer a que S

6

et S

0

ont 2 c omp osantes. L es zones S

2

et S

4

n 'ont p as � et � e r epr � esent � ee sur c e sch � ema. Pour d'autr es valeurs

de r , S

6

p ar exemple, p ourr ait ^ etr e vide.

soit

Z

Z

B

n dadb = 4 r L

Or, par ailleurs, par d � e�nition des S

n

:

Z

Z

B

n dadb = 2 S

2

+ 4 S

4

+ 6 S

6

+ :::

D'o �u l' � egalit � e :

2 r L = S

2

+ 2 S

4

+ 3 S

6

+ ::: (5)

De m ^ eme l'aire S

B

=

Z

Z

B

dadb de Z

B

p eut s'exprimer de deux fa� cons :

D'une part, par d � e�nition des S

n

, elle v aut :

S

B

= S

2

+ S

4

+ S

6

+ :::

D'autre part, l'ensem ble Z

B

in tro duit ci-dessus semble ^ etr e le dilat � e de taille r du con v exe K , ce qui

p ermettrait d'utiliser la form ule (14). Mais ceci d � ep end en fait de r . Pr � ecis � emen t, Z

B

sera le dilat � e

de taille r de K si :

r

i

� r � r

c

(6)

En e�et :

- d'une part, il faut que r � r

i

. Si tel n' � etait pas le cas, soit 
 le cen tre d'un cercle inscrit

maximal ; et soit � le disque de cen tre 
 et de ra y on ( r

i

� r ) = 2. Clairemen t, l'ensem ble S

0

(tel qu'il a

� et � e d � e�ni au d � ebut de ce paragraphe) con tien t � : la form ule (14) n'est donc plus exacte (il faudrait

la remplacer par S

B

= S � S

0

+ r L + � r

2

).

- d'autre part, on doit a v oir r � r

c

a�n de garan tir que tout cercle cen tr � e sur le con tour de K

coup e en au moins un p oin t ce con tour (sous p eine de con tradiction a v ec la minimalit � e de r

c

).
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Soit donc un certain r v � eri�an t la condition (6). Nous p ourrons alors � ecrire :

S + r L + + � r

2

= S

2

+ S

4

+ S

6

+ ::: (7)

P ar suite, si l'on soustrait mem bre �a mem bre (7) de (5) :

r L � S � � r

2

= S

4

+ 2 S

6

+ 3 S

8

+ ::: (8)

(8) p eut ^ etre mise sous la forme suiv an te, app el � ee � egalit � e isop � erim � etrique :

8 r 2 [ r

i

; r

c

] :

L

2

4 �

� S = �

�

L

2 �

� r

�

2

+ S

4

+ 2 S

6

+ 3 S

8

+ ::: (9)

(rapp elons que les S

k

d � ep enden t de r ).

Le second mem bre de (9) � etan t p ositif, on en tire

L

2

4 �

� S � 0

c'est-� a-dire que l'on a ainsi prouv � e une deuxi � eme fois l'in � egalit � e isop � erim � etrique ; �a ceci pr � es que le

cas d' � egalit � e (r � ealis � e si et seulemen t si l'on a un cercle) n � ecessite, p our p ouv oir ^ etre trait � e, un p etit

raisonnemen t suppl � emen taire qui v a nous donner, c hemin faisan t, une in � egalit � e remarquable.

D'ab ord, l'on d � eduit de (9) l'in � egalit � e :

8 r 2 [ r

i

; r

c

]

r

L

2

4 �

� S �

p

�

�

�

�

�

L

2 �

� r

�

�

�

�

(10)

Or, p our les deux v aleurs particuli � eres r

i

et r

c

, on a :

L

2 �

� r

i

� 0 et

L

2 �

� r

c

� 0 (11)

D'o �u, d'apr � es (10) :

r

L

2

4 �

� S �

p

�

�

L

2 �

� r

i

�

et

r

L

2

4 �

� S �

p

�

�

�

L

2 �

+ r

c

�

Ce qui donne, par addition : 2

r

L

2

4 �

� S �

p

� ( r

c

� r

i

) soit

L

2

4 �

� S �

�

4

( r

c

� r

i

)

2

(12)

qui est l'in � egalit � e dite de Bonnesen , que l'on p eut consid � erer comme un raÆnemen t de l'in � egalit � e

isop � erim � etrique.

Elle nous p ermet en particulier de conclure que l' � egalit � e

L

2

4 �

� S = 0 ne p eut a v oir lieu que p our un

cercle, qui est le cas unique o �u r

c

= r

i

.

Remarques :

1) Les in � egalit � es (11), � ecrites sous la forme 2 � r

i

� L � 2 � r

c

, s' � etablissen t facilemen t gr^ ace �a la

form ule de calcul de la longueur d'une courb e param � etr � ee en co ordonn � ees p olaires (v oir Annexe).

2) (12) p ermet de d � e�nir une autre mesure de circularit � e a v ec le co eÆcien t B =

h

�

4

( r

c

� r

i

)

2

i

=

�

L

2

4 �

� S

�

qui

est toujours compris en tre 0 et 1 (un con v exe est d'autan t plus circulaire que B est plus pro c he de

1). Le triangle � equilat � eral sem ble a v oir le plus mauv ais rapp ort : B ' 0 : 231 :: .
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7 Annexe : rapp els div ers

Le d � eplacemen t (plan) D

a;b;'

est, par d � e�nition, la rotation d'angle ' (0 � ' < 2 � ) suivie de la

translation de v ecteur ( a; b ) 2 R

2

(atten tion : cet ordre doit ^ etre resp ect � e car rotations et translations

ne comm uten t pas en g � en � eral !). La comp osition de deux d � eplacemen ts est un d � eplacemen t :

D

a " ;b " ;' "

= D

a

0

;b

0

;'

0

Æ D

a;b;'

a v ec

8

<

:

a

00

= a

0

+ a cos '

0

� b sin '

0

b

00

= b

0

+ a sin '

0

+ b cos '

0

'

00

= '

0

+ '

(13)

Une similitude est la comp os � ee d'un d � eplacemen t et d'une homoth � etie.

Une courb e param � etr � ee est l'image d'une application con tin ue ' : [ a; b ] ! R

2

(o �u [ a; b ] est un

in terv alle compact de R ). En termes cin � ematiques, on parle d'une tra jectoire commen� can t au temps

a et �nissan t au temps b . Une tra jectoire est elle-m ^ eme compacte en tan t qu'image d'un compact.

La fonction ' est app el � ee fonction de param � etrage. Si  : [ c; d ] ! [ a; b ] a v ec  d � eriv able et �a d � eriv � ee

> 0, la fonction ' Æ  : [ c; d ] ! R

2

g � en � erera la m ^ eme tra jectoire mais a v ec un param � etrage di� � eren t ;

on p eut toujours faire en sorte que le param � etrage soit fait par l'abscisse curviligne (v oir plus loin).

Si ' est un param � etrage tel que ' ( a ) = ' ( b ), on dit que la courb e est ferm � ee .

Si ( a; b ) est la seule paire de v aleurs ( u; v ) p our laquelle on a ' ( u ) = ' ( v ), on dit que la courb e est

ferm � ee simple (ce qui traduit le fait qu'elle ne se coup e pas elle-m ^ eme).

On rapp elle le th � eor � eme de Jordan :

Une courb e ferm � ee simple est un compact du plan don t le compl � emen taire a deux comp osan tes

connexes ; l'une d'elles est b orn � ee : on l'app elle l' in t � erieur de la courb e.

Une courb e sera dite orien t � ee dans le sens p ositif si elle laisse l'in t � erieur \� a gauc he de la tangen te

orien t � ee dans le sens du param � etrage".

Chaque fois que cela sera n � ecessaire, on supp osera que les courb es consid � er � ees son t "suÆsammen t

d � eriv ables", notammen t p our p ouv oir parler de longueurs et d'aires.

a) La longueur d'une courb e, selon que l'on est en co ordonn � ees cart � esiennes ou p olaires, est donn � ee

par :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

Z

ds =

Z

�

dx

2

+ dy

2

�

1 = 2

=

Z

b

a

�

(

dx

dt

)

2

+ (

dy

dt

)

2

�

1 = 2

dt

Z

ds =

Z

�

dr

2

+ r

2

d�

2

�

1 = 2

=

Z

2 �

0

�

(

dr

d�

)

2

+ r

2

�

1 = 2

d�

Lorsque le param � etrage est fait par l'abscisse curviligne ( x = x ( s ) ; y = y ( s )), alors : (

dx

ds

)

2

+ (

dy

ds

)

2

= 1.

Autremen t dit, le v ecteur ( x

0

( s ) ; y

0

( s )) , tangen t en s , est unitaire.

b) L'aire in t � erieure �a une courb e param � etr � ee ( x ( t ) ; y ( t )) ( a � t � b ) est donn � ee (si la courb e est

orien t � ee dans le sens +) par la form ule :

A =

Z

b

a

x ( t ) y

0

( t ) dt = �

Z

b

a

x

0

( t ) y ( t ) dt =

1

2

Z

b

a

( x ( t ) y

0

( t ) � x

0

( t ) y ( t )) dt

Le dilat � e d'un ensem ble :

Soit E l'in t � erieur d'une courb e simple ferm � ee de longueur L et don t l'aire est S � S

(0)

.

On app elle dilat � e de taille r de E l'ensem ble des p oin ts du plan situ � es �a une distance (euclidienne)

inf � erieure �a r de l'ensem ble E .
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On mon tre que, si E est con v exe, l'aire de ce dilat � e de taille r est donn � ee par la form ule :

S

( r )

= S

(0)

+ r L + � r

2

(14)

La Fig. 6 illustre (14) dans le cas o �u le con v exe est un p olygone.

Fig. 6 { L'air e S

( n )

du dilat � e
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