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Résumé

La Transformée de Hough est un outil standard dans le domaine du traitement de
I'image. Elle permet la détection d’alignements multiples en les associant, dans un es-
pace de parametres, & des maxima locaux obtenus par des intersections de sinusoides.
La T.H. peut étre aussi généralisée a la détection de formes géométriques plus com-
plexes.

Cette these expose et étudie d’autres transformations présentant la méme propriété
d’échange entre alignement et intersection, mais fondées sur des courbes différentes :
cercles ou droites. Ces transformée ont de nombreux liens avec d’autres domaines de la
géométrie.

Dans un premier temps, 'espace des cercles Q9 (qui regroupe sous une méme pa-
ramétrisation les cercles, les droites et les points du plan) fournit un cadre unifica-
teur. En effet sa structure euclidienne et les propriétés de ses différents sous-espaces
permettent d’interpréter différents algorithmes géométriques : construction des dia-
grammes de Voronoi, des diagrammes des plus proches voisins, détermination du cercle
circonscrit & un nuage de points de rayon minimum, etc....

Ensuite, ce travail se concentre plus particulierement sur 'une des transformées a sa-
voir la Transformée Polaire (T.P.) qui peut étre reliée aux premieres par inversion. La
T.P. est fondée sur la dualité point-droite et présente des propriétés essentielles comme
la transformation de coniques ponctuelles en coniques tangentielles. Par ailleurs, la
transformée polaire peut étre employée pour quantifier et cartographier des erreurs
quadratiques d’alignement.

Toutes ces transformations peuvent étre étendues a des formes. De plus, cette these
met en évidence une mesure invariante par translation établissant un lien fort avec la
géométrie intégrale.

Enfin, Le domaine de la géométrie différentielle définit un cadre particulierement
intéressant pour I’étude générale de la Transformée Polaire.






Introduction

La transformée de Hough tire son nom du scientifique américain Paul Hough qui
'a brevetée en 1962 [16][30][36]. C’est un outil standard dans le domaine de la vision
au point que des composants électroniques ont été spécialement concus pour accélérer
cette transformée. Dédiée a l'origine a la détection d’alignement de points, elle a été
étendue & la détection et 'extraction d’objets géométriques plus complexes tels que
les cercles ou les ellipses. Cette transformation est basée sur un espace de parametres
réorganisant I'information présente dans I'image et associant certains maxima locaux
a la 7probabilité de présence” d’une certaine forme ou propriété recherchée.

Cependant, I'incertitude liée & cette détection n’est pas aisée a quantifier, comme le
montrent un certain nombre de travaux, souvent récents[37] [50] [51] [42].

L’une des motivations initiales de ce travail est donc I’étude de cette incertitude, au
travers d’une autre propriété beaucoup moins connue de la transformée de Hough, a
savoir D’égalité existant entre le périmétre d’'une forme et l'aire de sa transformée. Il
s’agit de résultats de "type Crofton” [13], en référence au créateur des probabilités
géométriques [7][45][42][25][48]. Nous avons progressivement élargi ce travail & I'étude
de différentes transformées géométriques associant, a des alignements de points, des
intersections de courbes.

Parmi celles-ci, la transformée par polaires réciproques (que nous appelerons plus sim-
plement Transformée Polaire)[11], nous est apparue progressivement comme incontour-
nable car connectée a treés de nombreux domaines notamment au moyen d’invariants, de
mesures, de distances (géométries intégrale, projective, différentielle-affine, mais aussi
dualité, formes quadratiques ...).

Pour des raisons d’utilisation pratique mais aussi d’ordre didactique, nous ferons avant
tout une étude plane. Cependant, la grande majorité des résultats obtenus s’étend
presque sans changements 3 Iespace IR? et plus généralement 3 IR".

Dans le premier chapitre, nous décrivons l’espace des cercles 9 qui permet de re-
grouper sous une méme paramétrisation les cercles, les droites et les points du plan.
II joue un role central dans les problemes de dualité point-cercle et point-droite. Cette
dualité est associée & une forme quadratique et permet de définir un pseudo-produit
scalaire particulierement intéressant. Par ailleurs, les différents sous-espaces de 25 per-
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mettent d’interpréter de nombreuses propriétés géométriques des cercles.

L’intérét de 'espace des cercles n’a, jusqu’a présent, guere été reconnu que par des
mathématiciens ”classiques” [10][6] [44] et par la communauté ”géométrie algorith-
mique” [39]. Il nous a donc paru indispensable de présenter d’abord, avec un certain
détail, I’espace des cercles et ses propriétés essentielles. Nous montrons ensuite com-
ment il est possible dans ce cadre d’interpréter différents algorithmes, notamment ceux
de construction des diagrammes de Voronoi (de trois types : classique, de puissance et
des ”plus proches voisins”) [21][8] ainsi qu'un algorithme de détermination du cercle
circonscrit & un nuage de points de rayon minimum [35][38].

Dans le chapitre suivant, nous rappelons la définition et les propriétés essentielles de
la Transformée de Hough et des Transformées en Cercles. Ces dernieres sont issues des
travaux de la These d’habilitation de Jean-Marie Becker [3][4] et trouvent naturelle-
ment un intérét & étre interprétées dans l’espace des cercles. Les deux transformations
ont la propriété d’échanger un alignement de points en une intersection de courbes.

La Transformée Polaire est une transformation fondée sur la dualité point-droite et fait
I’'objet pdu quatrieme chapitre. L’inversion, transformation géométrique classique dont
nous rappelons la définition en Annexe A, établit un lien direct entre cette transformée
et les précédentes [3]. La Transformée Polaire présente des propriétés supplémentaires,
comme la transformation de coniques ponctuelles en coniques tangentielles et permet
de revoir sous un angle original 'erreur d’alignement au sens des moindres carrés.

Ces transformations peuvent étre étendues a des formes. Elles ont alors ce que I'on
pourrait appeler la ”propriété de Crofton” (propriété P.A. ci-apres) ou le périmetre
de la forme est lié & l'aire de la transformée & condition cette fois de pondérer la
mesure de Lebesgue par une fonction qui dépend de la transformation. Il s’agit en fait
d’une mesure invariante par déplacement, classique en géométrie intégrale [45] [48] [45].

Enfin, nous terminerons par un chapitre dédié & la géométrie différentielle affine [9][18].
Appartenant au domaine de la géométrie différentielle, cette théorie est 'objet de nom-
breuses recherches actuelles. Elle définit notamment une abscisse curviligne centro-affine
et une courbure centro-affine. C’est un cadre particulierement intéressant pour ’étude
générale de la Transformée Polaire et pour démontrer certains résultats par une autre
approche.
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Chapitre 1

L’espace des cercles

L’espace des cercles du plan, que nous noterons €29, est un espace de parameétres ou
chaque cercle est représenté en tant que point. Son extension en un espace projectif Q25
permet de regrouper dans une méme formulation points, cercles et droites du plan. QF
présente une structure pseudo-euclidienne dérivée d’'une forme quadratique. Plusieurs
sous-ensembles de 29 sont étudiés et interprétés géométriquement. Les résultats restent
valables pour des sphéres de ’espace et plus généralement, pour des hypersphéres dans
R™ [6].
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1.1 Introduction

De nombreuses applications en traitement d’image, en géométrie algorithmique ou
en recherche de configurations optimales (triangulation de Delaunay, squelettisation,
etc ...) reposent sur les cercles et leurs propriétés.

Un cercle du plan euclidien étant défini par trois parametres, par exemple son rayon
et les coordonnées de son centre, il peut étre associé & un point d’un espace & trois
dimensions.

L’espace des cercles €29 est un espace de représentation basé sur I'une de ces pa-
ramétrisations. Son introduction remonte au 19éme siecle puisqu’on le trouve décrit
plus ou moins explicitement dans les travaux de Clifford, de Darboux et de Frobenius.
Mais c’est avant tout avec les travaux de Coolidge [12] et d’Elie Cartan [10] qu’il prend
sa forme ”actuelle”. Ce chapitre est une synthése des différentes propriétés de cet espace
(géométriques, algébriques, topologiques...) qui permettent de disposer d’un outil pour
illustrer et développer de nouveaux algorithmes. On consultera avec profit la référence
[39], que nous avons découvert tardivement dans notre étude.

Dans une premiére partie, nous présenterons une paramétrisation définissant 1'espace
9, ainsi que son extension 4 un espace projectif & quatre dimensions ) regroupant
cercles, droites et points du plan. Nous verrons qu’il est possible de structurer cet es-
pace par une forme quadratique ¢. Bien que cette derniere ne soit pas définie positive,
la forme bilinéaire associée peut étre considérée comme un pseudo produit scalaire aux
propriétés riches. Elle permet notamment de rendre compte de la position relative de
deux cercles (intersection, tangence, orthogonalité...) et de mettre & profit les notions
de dualité par rapport & une certaine quadrique.

Dans une deuxieme partie, nous verrons les principaux sous-espaces de 9 et leurs
interprétations géométriques que nous retrouverons dans les chapitres suivants. L’étude
est limitée aux cercles pour faciliter la compréhension, mais la quasi-totalité des définitions
et propriétés peuvent étre directement étendues a ’espace des hyper-sphéres de IR"™.

1.2 Définition et premieres propriétés

1.2.1 Définition

Un cercle peut étre caractérisé par son centre (a,b) et son rayon r, Pappartenance
d’un point de coordonnées (x,y) & ce cercle étant définie par :

(z—a)®+ (y —b)?=r? (1.1)

Cependant, ces trois degrés de liberté (a, b, r) peuvent étre représentés par d’autres
parametres. A cet effet, le développement de 1.1 donne :

24+ y? — 2az — 2by +a® + b2 —1r* =0 (1.2)
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2?2 +y? —2ax —2by +¢=0 (1.3)

avec
c=a’+b*—r? (1.4)

La relation fondamentale 1.4 montre que le triplet (a,b,c) définit un cercle de
maniére unique, sous réserve, puisque r2 > 0 que :

a>+ b2 >c (1.5)

condition sur laquelle nous reviendrons ultérieurement.

Le parametre c est ce que ’on appelle la puissance de [’origine par rapport au cercle.
Lorsque le cercle ne contient pas l'origine O, c’est le carré de la distance entre O et le
point de contact de la tangente au cercle menée par O (Fig. 1.1a).

Définition 1 On appelle espace des cercles, noté Qs, 'ensemble des paramétres (a,b, c)
décrivant les cercles de centre (a,b) et de rayon r, avec

r?=a>+b —c (1.6)

|

Remarque : Toutes les définitions ou propriétés données dans ce chapitre pour ’es-
pace (2o sont transposables a 1’espace €2, des hyperspheres de IR” avec, pour une sphere

d’équation Y (z; — ai)2 = 12, une définition du parameétre ¢ en tout point semblable :

n

n n
Zx?—22aimi+2a?—r2 =0
i=1 i=1

=1
—_————
C

1.2.2 Paraboloide 11

Il y a un sens a parler du cercle de parametres (a, b, ¢) si et seulement si
r = Va2 + b2 — ¢ appartient & R, soit si a® + b — ¢ > 0.
L’équation ¢ = a? + b? définit un paraboloide, noté II.

Ainsi, les triplets tels que a? 4+ b? — ¢ < 0 sont & I'intérieur de II, et ne sont associés &
aucun cercle (Fig. 1.1b). Ceux qui appartiennent & II représentent des cercles-points,
i.e. des cercles de rayon nul. Nous verrons par la suite que ce paraboloide joue un roéle
central dans ’espace 2. L’intérieur du paraboloide est donc, en quelque sorte, ”inter-
dit”.

Il est important de remarquer que le plan euclidien de référence possede deux ”co-
pies” dans € :
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— T'une qui est le plan horizontal ¢ = 0.
— lautre qui est le "relevement” de ce plan sur le paraboloide, ce qui revient bien
naturellement & assimiler points et cercles-points.

A

Y
b |l o
Ve
O a T

(a) (b)

Fic. 1.1 — Cercle de parametre (a,b,c) (a) dans le plan (b) dans I’espace {2y et para-
boloide isotrope.

1.2.3 Définition de la somme de 2 cercles

La loi de composition interne + classique de IR? n’est pas adaptée & I'espace Q. En
effet, le résultat de la somme terme a terme des coordonnées (a1,bi,c1) et (ag,bo,co)
peut trés bien violer la condition de positivité du carré du rayon a? + b> — ¢ > 0.

Si, par exemple, o1 = (a,b,¢) et o0y = (—a,—b,c) avec ¢ > 0 alors o1 + o9 = (0,0, 2¢)
ne représente pas un cercle, car intérieur au paraboloide II.

Il faut donc définir une nouvelle opération interne @ adaptée a Q.

Définition 2 Etant donnés les cercles o1 (a1, b1, c1) et oa(az, b, c2), on définit le cercle

o =01 ® o9 par ses coordonnées : (a1 + az, by + ba,c1 + c2 + 2a1a2 + 2b1b9). O
Propriété 1 (Qy,®) est un groupe abélien. O
Preuve

— Il faut avant tout vérifier que @ est une opération interne. En effet, étant donnés
deux cercles oy (a1, by, c1) et o9(ag, b, c2), a2 +b2—cy > 0et a3+b3—cy > 0,0na:
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a2+b2—c: (a1+a2)2+(b1+b2)2—01—02—2a1a2—2b1b2
A+ —c=a?+b—ci+ad+bi—co>0

2 2
ry>0 r5>0

Ainsi, le cercle 0 = 01 @ o9 appartient également a {29. De plus,
— le cercle 0(0,0,0) est élément neutre.
— @ est associatif et commutatif.

Remarques :
— On notera la relation simple entre les rayons (r1,72) des cercles et le rayon r du
cercle somme : r? =r? 4 r3.

— L’addition d’un cercle point o(a,b,a® + b?) réalise la translation de vecteur U =
(a,b).

1.3 L’espace projectif (2}
1.3.1 Définition
L’équation générique d’un cercle sous la forme 1.3 gagne & étre écrite sous forme
projective grace a l'introduction d’un parametre d’homogénéité ¢ :
t(z> + %) — 20z —2by + ¢ =0 (1.7)
Sit =1, les équations 1.7 et 1.3 sont strictement identiques.

L’intérét de cette nouvelle équation apparait lorsque la valeur de ¢ est nulle : les termes
carrés disparaissent alors, et on obtient ’équation d’une droite.

Les parameétres (a,b, ¢, t) et (Aa, Ab, Ac, At) étant associés & une méme équation :

t(z? + %) — 2az — 2by + ¢ = 0 = M (z® + y?) — 2haz — 2\by + ¢\ (1.8)

N

on est donc bien en présence d’'un espace (25 dit "projectif” & quatre dimensions :
les points ayant des coordonnées égales a un facteur pres sont équivalents.

Les ensembles de point, de cercle et de droite du plan sont associés respectivement
A4 un point de OQF selon les régles suivantes :

~ le point de coordonnées (a,b) est associé au point (a, b, a® + b, 1).
— le cercle de parametres (a, b, ¢) est associé au point (a, b, c,1).
— la droite d’équation azx + by = 1 est associée au point (a,b,2,0).
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Remarque : L’équation 1.7 peut s’écrire aussi sous la forme :

b

x4 92 —2%m—2¥y+ =0 (1.9)

c
t
Lorsque ¢ tend vers 0, on dit que le cercle est "envoyé” & linfini; la droite apparait
ainsi comme la limite d’un cercle (Fig 1.6).

t(x2+y?)-2x-2y+1=0

y+x-1/2=0

FI1G. 1.2 — Evolution du cercle t(z? + y?) — 2z — 2y + 1 = 0 en fonction de ¢.

Remarque : Si on distingue entre t > 0 et t < 0, on obtient la théorie des cercles
orientés de Laguerre [6][27].

1.3.2 Forme quadratique

L’espace Q8 vu précédemment est structuré par la forme quadratique suivante :

q: % - R
(a,b,c,t) = a® 4+ b> — ct

soit, sous forme matricielle :

o O

¢=XTQX avec Q= (1.10)

o O O =
S O = O
D=

vLo o o
ol

La forme bilinéaire symétrique associée est définie par :
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b: 02 x 2 5 R (1.11)
((a,b,c,t), (o', b, ') = aa' +bY — 3t — $t'c (1.12)

Ou encore, sous forme matricielle :

b(X,Y)=XTQY (1.13)

La forme q étant de signature (+ + ——), Q5 est un espace symplectique.

Comme @) n’est pas définie positive, b ne définit pas un produit scalaire au sens ordi-
naire. Cependant, nous allons voir que la forme bilinéaire b reste un outil intéressant
pour I’étude des propriétés géométriques des cercles et des droites. C’est pourquoi nous
qualifierons b de pseudo produit scalaire et nous noterons :

b(z,y) =<=z,y > (1.14)

De méme, nous utiliserons le terme de pseudo-norme (et la noterons || . ||) pour :

l(a,b,c,t)|| = +/q((a,b,c,t) = Va% +b% —ct (1.15)

Remarque :

— Occasionnellement, dans la suite, il arrivera que ['on laisse de coté le qualificatif
"pseudo”, avant tout pour alléger la description.

— pour les cercles, la pseudo-norme est tout simplement le rayon. C’est heureuz car
la notion de norme est (au moins dans les espaces classiques) censée représenter
la "taille” de lobjet.

1.3.3 Pseudo produit scalaire

Ce produit scalaire permet de caractériser la position relative d’un point p par
rapport & un cercle o ou & une droite 0 :
— < p,0 >= 0 si p appartient au cercle o.
— < p,o > est positif (resp. négatif) si p est intérieur (resp. extérieur) au cercle o.
— < p,d >=0 si p appartient a la droite ¢.
— < p,d > est positif (resp. négatif) si p est & droite (resp. & gauche) de § orienté
par le vecteur (—b,a).

De méme, il est possible de déterminer la position relative de deux cercles o et o’ de
coordonnées respectives (a, b, c,1) et (a’,V',c/,1) dans 'espace Q5. Pour cela, il suffit de
calculer la valeur o = ”<g"’|"—'|’(;,>‘|, cette derniére pouvant étre interprétée comme le cosinus
de 'angle (dans certains cas complexe) que font les rayons des deux cercles en 'un de
leurs points communs (Fig 1.3).

— si Ja| > 1, les deux cercles n’ont aucun point commun.
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— si @ =1, les cercles sont confondus.

— si a =0, les cercles sont orthogonaux.

— si @ = —1, les cercles sont tangents.

si a < 1, les cercles sont sécants en 2 points et I'angle entre les rayons aux points
d’intersection est Arccos(a).

De méme, pour les droites § et ¢ :

~ 81 < 4,8 >=0, § est orthogonale & §'.

—si < 6,0 >= |0 ||0|], 0 est parallele & &'
Donnons pour terminer une formule particuliere : Si d(p,p’) désigne la distance entre
deux points p et p, alors < p,p’ >= —2d>.

(a) (b)

F1a. 1.3 — Pseudo-produit scalaire entre deux cercles (a) a < 1 (b) a = 0.

1.3.3.1 Espace dual

L’espace L(Q%, R) des applications linéaires de Q5 dans IR est appelé espace dual
de QF. Soit ¢ appartenant & L(Q5, R), et v(z,y, 2, w) un vecteur de Q5.
(v) s'écrit alors sous la forme :

w(v):(a b ¢ t) =az + by +cz+tw

ST TN

Le terme dualité vient du role symétrique joué par (a, b, c,t) et (z,y, z,w). On peut
appliquer ¢ au vecteur v, ou le vecteur v sur I’application .
La notion de forme linéaire est directement liée a celle d’hyperplan. Tout hyperplan
H de QF est le noyau d'une forme linéaire [ unique & un facteur prés. En effet, les
formes multiples de I ont le méme noyau : si lg(z) =0, Mg(z) =0.
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La forme quadratique ¢ permet donc naturellement, par 'intermédiaire de la forme
bilindaire associée, de mettre en relation un point P(a,, by, co,t,) de Q5 (le pole) avec
son plan (polaire) d’équation :

1 1
aa, + bb, — Ecot — §cto =0 (1.16)

Remarque : Les points appartenant & un cercle ¢ ou une droite J appartiennent
aussi au plan polaire associé respectivement a o ou 9.

1.4 Sous-ensembles particuliers dans (),

1.4.1 Les plans tangents a II

Propriété 2 Dans [’espace Qq, l'ensemble des cercles passant par le point My(z,,Y,)
forme le plan tangent au paraboloide T1 en w(z,, Yo, ©2+y2). Ce plan sera noté P (M,).
O

Preuve En effet, les deux expressions équivalentes :

22+ 92 — 2az, — 2by, +¢c =0 (1.17)
et 1 1
Toa + Yob — 562 §(x3+y§) (1.18)

expriment, la premieére, que le point M,(xg,yo) appartient au cercle o de coor-
données (a, b, ¢), et la deuxieme que (a, b, ¢) appartient au plan tangent au paraboloide
IT au point My (7o, Yo, T2 + y2). Donnons une justification de ce dernier résultat.

Considérons le paraboloide II comme surface paramétrée :

a =2
b=y (1.19)
c=12%+y?

Un point S(a, b, ¢) appartient au plan tangent au paraboloide IT au point Sp(zo, yo, z2+
y2) si et seulement si SSj est une combinaison lindaire des vecteurs de base %(S{)) et
%(So), soit :

det\séo, 03 357‘ -0

oz 9y
(a — xy) 1 0
(b — o) 0 1 ]=0

(c—(z24+y2) 2z0 2yo



18 L’espace des cercles

d’ou 'expression 1.18.

Chaque plan Pr(M,) partitionne Q9 en deux demi-espaces :
— L’ensemble des cercles qui se situent au-dessus du plan, tels que

2aa, + 2bby — (¢ + a2 + b2) > 0

qui ne contiennent pas le point M,. Nous noterons PS(M,) ce demi-espace et
I'appellerons demi-espace supérieur.

— Le demi-espace inférieur, noté PIy(M,), qui correspond aux cercles contenant le
point M, (Fig 1.4).

F1G. 1.4 — Plan tangent Pr(M,) donnant la partition PS(M,) et PI(M,).

1.4.2 Plans polaires et cOne tangent

Nous avons précédemment vu qu’il était possible, par dualité, d’associer a chaque
point de Q) un hyperplan. L’hyperplan associé & un cercle o(a, b, c, 1) est un plan dans
z

I'espace (23, dit plan polaire. D’apres I'équation 1.16, il a pour équation az+by—5—35 =

0 et sera noté PPy (o). Il regroupe ’ensemble des cercles orthogonaux au cercle o.

L’intersection de P Pr(0,) et du paraboloide IT est une ellipse notée €(o,), constituée
par ’ensemble des cercles points orthogonaux & o,. La projection de €(o,) sur le plan
¢ = 0 est le cercle associé a o, (Fig 1.6).

De plus, ’ensemble des tangentes & II en €(o,) menées par o, constitue un cone St (o,)
séparant I’espace en quatre parties (Fig 1.7) :
— A : Le cone inférieur regroupant les cercles contenant le cercle o,.
— B : La partie du cone située sous le plan Pry(0,) dont tous les points représentent
des cercles intérieurs a o,.
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PPH(G)

-

F1G. 1.5 — Cercle o et plan polaire PP (o).

— C': Le cone supérieur au-dessus du plan Pjj(o,) pour les cercles qui ne coupent
pas o,.

—~ D : L'extérieur de Si(o,), pour tous les cercles qui coupent o, en 2 points
éventuellement confondus.

F1G. 1.6 — Cone tangent St(o,) associé & un cercle o.

1.4.3 Les droites
1.4.3.1 Droites ne coupant pas II

Propriété 3 L’ensemble des cercles passant par deux points Mi(xz1,y1) et Ma(xa,ys2)
correspond a une droite de l’espace Qo qui ne coupe pas le paraboloide 1. Un tel en-
semble est appelé faisceau de cercles a points de base My et My, noté Xy(My, Ms) (Fig
1.8). O

Preuve Un cercle qui passe par les points M; et M, appartient, dans ’espace des
cercles, a la fois au plan Pr(My) et Pr(Ms).
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F1a. 1.7 — Coupe 2D de Spi(o) illustrant la partition de I’espace en quatre parties.

Ainsi, la droite d’intersection des plans Pi(M;) et Pr(Ms) correspond aux cercles du
faisceau Xy (My, M) .

T1a + yib — %C = % (=7 +97)
$2G+y2b—§ 3

La projection de la droite A sur le plan horizontal a pour équation :

1
($1—962)a+(?/1—92)b=§($%—$§+y%—y§)

C’est la médiatrice du segment [M;Ms]. Cette droite est le lieu des centres des
cercles du faisceau 3, (My, My).

F1G. 1.8 — Faisceau de cercles & points de base (M, M2).



Sous-ensembles particuliers dans 9 21

1.4.3.2 Autres droites

Nous venons de voir qu’une droite qui ne coupe pas le paraboloide II correspond a
un faisceau de cercles & points de base. Pour les autres droites de I'espace des cercles,
il est possible de distinguer plusieurs cas (Fig 1.9) :

— (a) Une droite A verticale, coupant donc le paraboloide en un point unique w,

représente un faisceau de cercles concentriques.

— (b) Une droite A coupant le paraboloide en 2 points w, et wy représente un double
faisceau de cercles inclus, dit faisceau de cercles a points limites ¥ (M,, My), M,
et M, étant les projetés de w, et wy sur le plan horizontal.

~ (c¢) Une droite A tangente & IT représente un faisceau de cercles tangents.

(@)
() (b) (c)

F1c. 1.9 — Différentes configurations de droites dans 9 et les ensembles de cercles
correspondants dans le plan.

1.4.3.3 1’axe radical de deux cercles

Définition 3 Soit deuzx cercles o1 et oo de centres différents. Le lieu des points M
d’égale puissance par rapport a oy et oy est une droite 0(4, o,), appelée aze radical des
cercles oy et oo.[20] O

Preuve La puissance du point M (z,y) par rapport aux cercles o1 (a1, b1, ¢1) et o3(ag, by, c2),
avec (a1,by) différent de (asz,bs), peut s’écrire sous la forme :

pr =224+ y> — 2012 —2b1y+¢ = -2 < M, o, > (1.20)
po =22 + 4% — 2091 — 2boy +co = —2 < M, 09 > (1.21)
(1.22)

Si p1 = po, alors :
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22+ % — 2012 — 2b1y + ¢1 = 22 + y? — 2001 — 2byy + ¢ (1.23)
2(&2 — al)x + 2(b2 - bl)y = Cy — (1 (]_24:)

(1.24) est bien I’équation d’une droite orthogonale & la droite passant par les centres
des cercles. O

Propriété 4 L’aze radical 6, 5,) est la projection sur le plan horizontal de l'intersec-
tion des plans polaires PPr(o1) et PPr(o2). O

Preuve Les plans polaires PPr(oq) et PPr(o2) ont pour équations :

_a _z_
{a1$+bly 5 0 (1.25)

z
2
ar +by —F —5=0

La projection sur le plan horizontal de l'intersection de PPy(o1) et PPy(o2) est
donc la droite d’équation :

a1x + bly - % = a9 + bgy - % (1.26)
2((11 — ag)ﬂf + 2(b1 - b2)y = C —C (127)
(1.28)
On retrouve alors 'équation 1.24 de d(4, 4)-
a

Remarque : Cette propriété peut aussi s’énoncer de la maniére suivante : l'axe ra-
dical 6y, 5,y est le lieu des centres des cercles (réels ou imaginaires) orthogonauz aux
cercles oy et o9.

Propriété 5 Soient trois cercles oy, o9 et o3. Les axes radicauz §(o1,09), d(02,03) et
d(o1,03) se coupent en un point appelé centre radical. O

Le centre radical est le point du plan ayant méme puissance par rapport & o1, o9
et 3. C’est aussi le centre du cercle orthogonal aux trois cercles, lorsqu’il existe.

Preuve Dans le cas général, les trois plans PPj(oy) se coupent en un point unique.
Selon que ce point est a 'intérieur ou a l'extérieur du paraboloide II, il existera ou non
un cercle orthogonal aux trois cercles. Mais dans tous les cas, les coordonnées (a,b) de
ce point d’intersection seront celles du centre radical. O
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Axe radical

(¢}

62 Centre radical

(e}

F1G. 1.10 — Axe radical de deux cercles et centre radical de trois cercles.

1.4.3.4 Faisceaux orthogonaux

Propriété 6 Le faisceau de cercles a points limites X (My, Ms) est orthogonal au fais-
ceau de cercles & points de base Xy(My, Ms). Leurs azes radicaux sont orthogonauz et
le lieu des centres des cercles de l'un est aze radical de ’autre. O

Les figures 1.9 et 1.11 illustrent deux faisceaux orthogonaux dans le plan et dans
l'espace des cercles dans Q9. Xy (M7, Ms) est la droite d’intersection des plans Prr(wy)
et PH (C(JQ).

Fia. 1.11 — Deux faisceaux orthogonaux dans le plan, I'un & points de base (3;) et
lautre & points limites (3;).
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Fia. 1.12 — Les deux faisceaux orthogonaux, dans I’espace des cercles, correspondent a
deux droites orthogonales.
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1.5 Conclusion

Nous venons de voir que I’espace Q5 des cercles du plan, rendu projectif (ce qui per-
met notamment d’y inclure les droites du plan) est fortement structuré par la polarité
vis-a-vis d’une certaine quadrique, le paraboloide II.

Ce n’est pas le seul espace de cette espece, comme I’a montré Elie Cartan. A titre
d’exemple, mais aussi parce qu’il s’agit d’une représentation qui sert dans certains do-
maines de la synthese d’image, citons un autre de ces espaces : I’espace des droites de
IR3, paramétrées par leurs coordonnées pliickeriennes : (pg, p1, p2, p3, P4, Ps), est struc-
turé par la polarité vis-a-vis de 'hyper quadrique :

Pops + p1pa — paps =0 (1.29)

Nous allons voir dans le chapitre suivant quelques applications de l’espace des
cercles.
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Chapitre 2

Algorithmes géométriques vus a
travers ().

L’espace des cercles 25 est un outil privilégié pour décrire, visualiser et développer
de nouveaux algorithmes, touchant notamment a la tessellation de Voronoi et au dia-
gramme des plus proches voisins. Nous allons en particulier décrire, dans I'espace 9,
une approche originale consistant & positionner le probleme du cercle circonscrit mini-
mum dans le cadre de la programmation linéaire.

27
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2.1 Introduction

La géométrie algorithmique a pour but 1’étude d’algorithmes efficaces permettant
de traiter les objets de nature géométrique présents dans de nombreuses applications
parmi lesquelles la C.A.O. ! [32], la synthése d’image, I'imagerie médicale ou encore la
robotique. Pour ce domaine de recherche, ’espace des cercles est & la fois un espace de
représentation privilégié et un outil permettant de concevoir de nouveaux algorithmes.

Dans une premiére partie, nous nous intéresserons au diagramme de Voronoi[55], concept
central en géométrie algorithmique. L’espace des cercles permet de développer un al-
gorithme simple pour construire ce diagramme [39] [26]. Nous verrons qu’il est possible
d’étendre cet algorithme au diagramme des plus proches voisins. Les démonstrations
seront principalement de nature géométrique et s’appuieront sur les propriétés vues au
chapitre précédent.

Le probleme du cercle circonscrit minimum est le sujet de la deuxieme partie. Les
calculs d’intersections entre deux formes ou entre une droite et un objet sont cruciaux
en géométrie algorithmique ou en synthese d’image. Pour diminuer le temps de calcul,
on recherche des ”ensembles englobants” de forme suffisamment simple pour déterminer
en quelques tests si deux objets ont une intersection non vide, nécessitant seulement
dans ce cas une poursuite d’algorithme plus complexe. Dans le cas contraire, le probleme
est résolu. L’ensemble englobant peut étre de forme rectangulaire ou circulaire; d’ou
I'intérét de calculer le plus petit cercle circonscrit & un ensemble de points. D’autres ap-
plications sont directement liées & ce probléme (détermination et calcul de parametres
de forme...).

Nous verrons comment la formulation géométrique de cette question dans 1’espace des
cercles permet de se ramener a un probléeme d’optimisation linéaire sous contrainte;
nous donnerons plusieurs algorithmes permettant de déterminer ce cercle.

2.2 Le diagramme de Voronoi

2.2.1 Définition

Soit un ensemble fini de points P = {Py, Py, ..., P,} dans le plan euclidien IR?. A
chaque point P; peut étre associée une zone du plan V(P;) qui est ’ensemble des points
qui sont plus proches de P; que de n’importe quel autre point de P (Fig. 2.1).

Définition 4 On appelle diagramme de Voronoi, associé a l’ensemble de points P =
{P,P,,...,P,}, et noté V(P), la partition? du plan formée par I’ensemble des cellules
V(R) [55]. O

!Conception Assistée par Ordinateur.
2A un ensemble de mesure nulle pres : 'ensemble des cotés.
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FiG. 2.1 — Exemples de diagrammes de Voronoi

En excluant le cas particulier ol trois des points P} seraient alignés, le diagramme
de Voronoi est constitué de segments et de demi-droites. Les cellules sont bornées sauf
celles qui sont associées aux points appartenant & I’enveloppe convexe du nuage.

Une cellule du diagramme de Voronoi peut aussi étre définie en tant qu’intersection
finie de demi-espaces (ce qui prouve que cette cellule est convexe). A chaque couple de
points (P, P;) est associée une médiatrice d;;, séparant le plan en deux demi-espaces :
hij contenant P;, et hj; contenant P;. La cellule associée au point P; est alors l'inter-
section de tous les demi-espaces contenant P; :

V(P) = () hy (2.1)
i€IN,i#j

11 est possible de généraliser la définition 4 au diagramme des k-plus proches voisins
(k-PPV). A chaque sous-ensemble { Py (1), ..., Pry} de k points de P, est associée une
zone du plan V({ Py, ..., Pyx)}). Les points M associés & cette cellule sont tels que,
lorsqu’on classe les points P par distance croissante, ce sont les points {Pf(l), . Pf(k)}
qui sont en téte du classement (le diagramme de Voronoi est le 1-PPV). Le résultat
est, comme précédemment, une partition du plan en polygones convexes. Ainsi pour
chaque sous-ensemble { Py, ..., Py)} de k points de P, est associée une zone du plan
V({Prq)s - Prk) })- Potentiellement, il existe C} cellules, mais beaucoup sont vides.

Définition 5 On appelle diagramme des k plus proches voisins, associé a l’ensemble
de points P = {Py, Py, ..., P,}, et noté k — PPV (P), la partition du plan formée par
ensemble des cellules V ({Py(1y, s Prey}) - O

Une généralisation du diagramme de Voronoi consiste a pondérer les points P =
{P1, Py, ..., P,} par les valeurs {ry,r2, ..., }. On note alors o(P;, r;) le cercle centré en
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P; et de rayon 7;.

La cellule V(P;,r;) est Pensemble des points dont la puissance par rapport au cercle
o(P;,r;) est inférieure aux puissances par rapport aux autres cercles o(Pj,r;). L’en-
semble des cellules ainsi définies crée une partition du plan en polygones convexes dont
les cotés coincident avec les azes radicauz des cercles o(P;,r;) (Fig. 2.7).

Définition 6 On appelle diagramme de puissance [23] associé a [’ensemble des couples
P ={(P;,1i)}, et noté VP(P), la partition du plan formée par I’ensemble des cellules
V(Pi,ri). O

Fia. 2.2 — Exemple de diagramme de puissance.

2.2.2 Propriétés
2.2.2.1 Cercles centrés sur les cellules

Propriété 7 L’ensemble des centres des cercles qui contiennent P; et aucun autre point

de P constitue la cellule de Voronoi V (P;)(Fig. 2.3).
O

Preuve Soit un cercle centré en ¢ et de rayon r contenant le point P; et aucun autre
point de P. La distance d(c, P;) entre c et P; est inférieure & r, et les distances d(c, P))
pour j # 4, sont supérieures a r. Donc c¢ est plus proche de P; que de n’importe quel
autre point de P, et appartient & V (F;).

Réciproquement, quel que soit le point P de V(P;), il existe toujours un cercle centré
sur ce point contenant uniquement le point P; (par exemple le cercle de diameétre :
d(Pi, ) + min (d(Pj, ). O
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Les cercles centrés sur les segments-frontiere des cellules du diagramme V passent par
deux points de P. Les cercles centrés sur des noeuds passent par un nombre de points
égal au degré ® du noeud (Fig. 2.4).

Propriété 8 Les centres des cercles qui contiennent [’ensemble des k points {Pf(l), e Pf(k)}
et aucun autre point de P constituent la cellule V ({Py(1y, ..., Pray}) du diagramme k-
PPYV. O

La démonstration est similaire & celle de la propriété précédente.

Propriété 9 Les centres des cercles o dont le produit scalaire est positif avec le cercle
o(P;,r;) et négatif avec tous les autres cercles o(Pj,r;), constituent la cellule V (P, ;)
du diagramme de puissance. O

Preuve Soit un cercle o(a,b,c,1), de centre P(a,b) et de rayon donné par r? =

a® + b> — ¢. On suppose que ce cercle vérifie :
< 0,0 > est positif et Vj # i, < 05,0 > est négatif.

On note p(P/o;) la puissance du point P par rapport au cercle o;.

I1 est facile de vérifier la relation suivante :

<o,0; >=3r? — Lp(P/oy) (2.2)

D’oti les inéquations :
r2 —p(Plo;) >0 (2.3)
r? —p(P/oj) <0 (2.4)

De ces deux relations, découle que :

Vj # i, p(P/o;) < p(P/oy) (2.5)

En d’autres termes, le point P appartient & la cellule V (P, r;).

De méme, on démontre que pour tout point P de V(P;,r;), il existe un cercle de
centre P tel que < o,0; > soit positif et < o,0; > soit négatif. On pourra par exemple
prendre le cercle de centre P orthogonal & o;. O

3degré : nombre d’arétes concourantes en un noeud.
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Fia. 2.3 — Exemples de cercles centrés dans une cellule et ne contenant qu’un point.

Fic. 2.4 — Exemples de cercles centrés sur les arétes et sur les noeuds du diagramme
de Voronoi.
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Fic. 2.5 — Exemple de triangulation de Delaunay.

2.2.2.2 Triangulation de Delaunay

Propriété 10 Le diagramme dual du diagramme de Voronoi, noté D, obtenu en joi-
gnant les “centres” des cellules contigueés, est une triangulation de l’ensemble P, appelée
triangulation de Delaunay. (Fig. 2.5) O

Les noeuds du diagramme dual D sont définis par les points de P et les arétes relient
les points qui ont des cellules de Voronoi adjacentes.

La triangulation D présente de nombreuses propriétés dont certaines sont caractéristiques
parmi toutes les triangulations :
— la triangulation de points coplanaires est un graphe planaire.
— le cercle circonscrit aux sommets d’un triangle de D ne contient aucun autre point
de P .

— D maximise le plus petit angle de la triangulation.

Nous ne détaillerons pas davantage cette triangulation qui est amplement traitée
dans la littérature [35].
2.2.3 Lien avec 1’espace des cercles (),
2.2.3.1 Construction du diagramme de Voronoi

Les algorithmes de construction directe [21][8] du diagramme de Voronoi ne font
généralement pas référence a 1’espace des cercles 5. Nous allons montrer ici tout
I'intérét de raisonner dans cet espace.

D’apres la propriété 7, une cellule V (F;) du diagramme regroupe I’ensemble des centres
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des cercles qui contiennent P; et aucun autre point de P. Dans Pespace )y, 'ensemble
des cercles passant par un point P; est le plan tangent au paraboloide Pr(P;) défini
dans le chapitre précédent.

Ce plan est ensuite restreint aux points situés au dessus des autres plans Py (P;), pour
exclure les cercles contenant d’autres points de P. On obtient alors un polygone formé
par les intersections du plan Prj(FP;) avec les autres plans tangents. La projection de ce
polygone sur un plan horizontal correspond a la cellule V(P;) (Fig. 2.6 ).

Pour I'ensemble des points P;, le résultat est un polyedre convexe formé par I'intersec-
tion de tous les demi-espaces supérieurs PSy(P;), dont la projection est le diagramme
de Voronoi.

(a) (b)

F1a. 2.6 — Polyedre convexe obtenu par intersection des demi-espaces PSy : (a) Vue
latérale (b) Vue de dessus.

2.2.3.2 Construction du k-PPV

Pour le diagramme k-PPV, l'espace des cercles fournit, 1& encore, un outil de
représentation et de construction tres appréciable.

Les intersections des demi-espaces Py (P;) créent dans I’espace Qs des polyedres convexes
(Fig 2.7). A chacun d’eux correspondent les cercles qui contiennent un méme sous-
ensemble de points de P. Donc, d’apres la propriété 8, chaque polyedre est associé a
une cellule du type V({Py(1), .-, Priy })-

La partition k-PPV est obtenue en projetant sur un plan horizontal les cellules conte-
nant k points.
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A

o
®

(n-1) PPV

A(P)

Fia. 2.7 — Coupe verticale de ’espace {22 mettant en évidence les polyedres formés par
intersection des plans tangents. Chaque cellule est associée & un ensemble de points.
Les cellules d’une méme couleur forment "une couche” et correspondent a des cercles
qui contiennent le méme nombre de points du "nuage”.

2.2.3.3 le (n-1)-PPYV et le sous graphe.

Le polyedre convexe, noté A(P), construit par intersection des demi-espaces inférieurs :
N PIn(P;) (Fig. 2.8 (a)) présente de nombreuses propriétés.
i

Les points se trouvant dans A(P) correspondent aux cercles contenant tous les points
de P. Ceux qui appartiennent aux polyedres ayant une facette commune avec A(P)
contiennent (n — 1) points. La projection des arétes du polyédre sur un plan horizontal
correspond donc au (n-1)-PPV (n étant le nombre de points du nuage). La structure
obtenue est un arbre sans racine privilégiée * (Fig. 2.8 (b)).

Les arétes de cet arbre représentent les centres des cercles passant par deux points
et contenant tous les autres. Le nombre de points "alignés” sur un cercle associé a un
noeud de I'arbre est égal au nombre d’arétes concourantes. De maniere générale, chaque
classe de la partition ainsi obtenue associe un point du plan au point du nuage dont il

*Ce diagramme est connu sous le nom de Farthest Point Voronoi Diagram.
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(a) (b)

F1a. 2.8 — Le convexe A obtenu par intersection des demi-espaces PIy(P;) : représente
I’ensemble des cercles contenant tous les points : (a) vue latérale (b) vue de dessus : on
visualise le (n — 1)PPV.

Fia. 2.9 — Le (n — 1)P.P.V. : arbre obtenu par projection du convexe sur un plan
horizontal avec correspondance ”au plus éloigné”. Ainsi le point A est associé a la zone
grisée.

est le plus éloigné (Fig. 2.9).

Remarque : Seuls les points de ’enveloppe convexe du nuage interviennent dans la
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structure de ’arbre et chaque branche infinie peut étre associée a un segment du poly-
gone de l’enveloppe convexe.

2.2.3.4 Construction du diagramme de puissance

La propriété 9 permet de donner une construction du diagramme de puissance dans
O5. En effet, le plan polaire d’un cercle PPy(o) correspond & I’ensemble des cercles qui
lui sont orthogonaux. Le produit scalaire entre o et les cercles se situant au-dessus du
plan PPr(o) est négatif, et positif dans le cas contraire.

Le diagramme de Voronoi pondéré est donc la projection sur un plan horizontal du
polyedre convexe formé par I'intersection des demi-plans supérieurs P Pro;(P;, ;) (Fig.
2.10). C’est un résultat peu connu.

PPn(P2)
PPn(P1)

PPni(P3)

Fia. 2.10 — Coupe verticale de ’espace {22 mettant en évidence les polyedres formés
par intersection des plans polaires. Les + et - indiquent les signes des produits scalaires
entre les cercles de la cellule et les cercles o;(P;, ;).

2.3 Probleme du cercle circonscrit

2.3.1 Solution basée sur la morphologie mathématique
2.3.1.1 Algorithme

M. Jourlin et B. Laget [31] [34] ont développé un algorithme dit "de la fenétre
disquée” fournissant le centre du cercle circonscrit minimal & une forme binaire F basée
sur les opérations de morphologie mathématique. Cette solution présente 'intérét d’étre
simple, rapide et peut étre appliquée & toute forme binaire digitalisée.
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Rappelons-en le principe : La premiére étape consiste a choisir un cercle op de rayon
R supérieur au rayon du cercle circonscrit minimum. On note Gr(F) I'ensemble des
points ou le cercle o peut étre centré et contenir entierement la forme F.

GRr(F) est facilement déterminé en calculant I'intersection des cercles de rayon R centrés
sur la frontiere de F (Fig 2.11).

Gr(F)={ [\ orl)} (2.6)

rEFT(F)

La deuxiéme étape consiste & recalculer Gg(F) avec des rayons R de plus en plus
petits. Lorsque le rayon du cercle circonscrit est atteint, Gg(F) est réduit & un point
qui correspond au centre du cercle circonscrit minimum. Pour limiter les calculs, en
pratique, on recherche I’érodé ultime de Gg(F).

F1a. 2.11 — Ensemble G r(F) pour une forme polygonale.

2.3.1.2 Interprétation dans ’espace des cercles

L’algorithme précédent posseéde une interprétation intéressante dans .
Prenons pour forme F un polygone défini par les points {F;,i € [1,n]}.

Les cercles contenant F contiennent par définition chacun des points {P;}. Nous avons
vu précédemment que cet ensemble était représenté dans 9 par le polyedre A(F).

L’intersection de A(F) avec le paraboloide d’équation ¢ = a? 4 b?> — R? est associée &
I’ensemble des cercles de rayon R et contenant la forme F, et permet de déterminer
G r(F) par projection sur un plan horizontal.

Eroder Gg(F) par une boule de rayon r. consiste a calculer l'intersection de A(F)
avec un paraboloide ayant subi une translation de r2 le long de I'axe ¢ (i.e. d’équation :
¢ = a?>+b?— R?—r?). On réitére I'opération jusqu’a obtenir un seul point de contact qui
correspond alors au cercle circonscrit minimum. C’est le point de A(F) qui minimise
la distance verticale par rapport a II (Fig. 2.12).



Probléme du cercle circonscrit 39
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i e érosion
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Fia. 2.12 — Recherche du cercle minimal par érosions successives. Représentation en
coupe dans Q9 du paraboloide IT et de certains de ses translatés.

2.3.2 Programmation linéaire

La recherche du cercle circonscrit & un nuage de points dans le plan (qui pourra
s’étendre éventuellement & une dimension supérieure) peut se ramener & un probléme de
programmation linéaire dans le cadre de ’espace des cercles. Il est démontré que la com-
plexité d’un algorithme ”randomisé” [35] pour résoudre un tel probleme est au moins
O(nlnn). Nous vérifierons par un ensemble de simulations que notre implémentation
permet d’atteindre ce type de complexité minimale.

2.3.2.1 Ensemble d’inéquations

Soit un ensemble H,, de n inéquations h(i) dans IR

h(l) . a11T + aiox2 + -+ a14xq S b1
: (2.7)
h(n): apiz1 + aparo + -+ + apgxrg < by,

Chaque inéquation h(i) sépare l'espace en deux demi-espaces. L’ensemble S,, des
solutions de 2.7 est donc un convexe de IR? en tant qu’intersection de convexes.

Intéressons-nous a la complexité de 'algorithme permettant de déterminer S,,. Une
approche naive du probléme consiste & prendre en compte chaque inéquation successive-
ment. L’intersection du demi-espace ajouté avec ceux déja considérés est déterminée a
chaque étape. La complexité de cet algorithme est O(n?). Cependant, la borne inférieure
de la complexité est liée & celle de I'enveloppe convexe, soit O(nlogn).
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2.3.2.2 Optimisation linéaire sous contraintes

A T’ensemble des contraintes 2.7, ajoutons une condition d’optimisation linéaire :

f(z) = max(ciz1 + -+ + cqzq) (2.8)

(a) (b) (c)

F1a. 2.13 — Différentes configurations d’un probléme linéaire sous contraintes : (a) une
unique solution (b) une infinité de solutions (c¢) aucune solution.

Convenons de noter ¢ le vecteur de composantes (¢, ¢z, ..., ¢q).

Plusieurs cas peuvent se présenter (Fig. 2.13) :
— 1II existe un seul point, noté w,, qui maximise la fonction.
— L’ensemble des points d’un segment est solution. Ce cas se présente lorsqu’une
droite de H,, est orthogonale au vecteur.
— Il n’y a pas de solution (S), n’est pas bornée dans la direction du vecteur ¢ ou S,
est vide).
On se place dans le cas ou il existe une solution unique au probleme (Fig. 2.14).

11 faut donc déterminer le point w,, qui maximise la fonction f(z) = c1z1+- - +cqzq
(i.e. le point "extremum” de S dans la direction c).

Il existe plusieurs algorithmes pour traiter ce probléeme avec une complexité de type
O(n), le plus utilisé étant 'algorithme du simplexe [14]. D’autres méthodes, basées
sur des algorithmes dits "randomisés”, sont plus simples & développer et sont parti-
culierement efficaces si la dimension d de ’espace est faible.

Nous allons illustrer cette derniére approche, donnée dans [35], pour un espace de
dimension deux. Chaque inéquation h(7) est associée & une droite §(z). A chaque étape,
une nouvelle droite §(i) de H,, est ajoutée a I’ensemble G;_1 des droites déja considérées
dont le point optimal w;_1 maximisant f est connu. Deux cas peuvent alors se présenter
(Fig. 2.15) :

— Si le point w; ;1 vérifie la nouvelle inéquation ; il est alors également solution pour
I’ensemble G;, w; = w;_1.
— Sinon il faut calculer un nouveau point w;.
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I i1

i-1

(a) (b)

F1a. 2.14 — Ajout d’une nouvelle contrainte : (a) qui ne modifie pas le maximum (b)
qui modifie le maximum.

Propriété 11 Sile point optimal w; 1 pour l’ensemble G; 1 ne vérifie pas l'inéquation
h(i) alors le point optimal w; pour G;_1 appartient d la droite §(3). O

Preuve La preuve est donnée dans [35]. Nous la reprenons ici, car elle permettra
ultérieurement de justifier 'utilisation de cet algorithme dans un autre cadre.

On suppose que w; n’appartient pas a ;. w; appartient par définition a Sj;, donc a
Si—1 car S; C S;—1. Ainsi, le segment [w;,w;_1] est contenu dans S;, car S; est convexe.
Notons m le point d’intersection de [w;,w;—1] et d; (m existe nécessairement car w; et
wj—1 sont de part et d’autre de d;).

La fonction f est strictement décroissante et f(w;_1) < f(w;) donc f(m) < f(wi).
Le point w; n’est pas optimal; il y a contradiction : w; € 0;.

FiG. 2.15 — Calcul d’un nouveau point d’optimisation.
O

Le probléme est ramené a un probléme d’optimisation & une dimension qui est de
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complexité linéaire. La complexité de I'algorithme global est alors du type

Cependant, lorsque la solution vérifie la nouvelle inéquation, aucun calcul d’intersec-
tion n’est effectué. Ainsi, suivant ’'ordre d’ajout des droites H,, le nombre de calculs
d’intersections s’échelonne entre 1 et 1 +2 +3 4+ ... +n = % Comme il est im-
possible de connaitre I'ordre optimal & ’avance, le fait d’ordonner de facon aléatoire
les inéquations non encore considérées, avant chaque nouvelle étape de ’algorithme,

conduit & une complexité linéaire en moyenne.

En effet, si nous notons X; la variable aléatoire qui vaut 1 si h(i) remet en cause
w;_1, 0 sinon, la complexité moyenne de I’algorithme s’écrit :

Or E[X (i)] représente la probabilité pour que w; appartienne & I'intersection entre 4(7)
et une droite de G;_1, soit :

2 .
C; 7

n
d’olt un algorithme en 2 (E O(z)%) ~ 1 (2n), c’est-a-dire une complexité linéaire
4
en moyenne. !

Pour une dimension supérieure a deux, on peut créer un algorithme fondé sur un appel
récursif & des solutions de problémes similaires de dimension & chaque fois décroissante.
La complexité reste ainsi linéaire.

2.3.3 Application a la recherche du cercle circonscrit minimum.

Ces derniéres années, plusieurs algorithmes de complexité linéaire permettant de
résoudre le probleme du cercle circonscrit minimum, ont été proposés. L’un des plus
intéressant s’appuie sur la recherche de valeur médiane [38]; citons également [35] qui
propose un algorithme randomisé de complexité moyenne linéaire.

L’espace des cercles fournit un cadre mathématique ou le probleme de la recherche du
cercle circonscrit minimum & un nuage de points se ramene facilement a un probleme de
programmation linéaire. Nous allons voir comment la solution présentée au paragraphe
précédent peut s’appliquer, pratiquement sans aucune modification.

[’ensemble des cercles qui contiennent tous les points d’'un ensemble P est représenté,
dans ’espace {2y, par le convexe A{P}. L’ensemble des demi-espaces PI(F;) est en
correspondance directe avec les contraintes h;.
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temps

1750
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1250

1000

250 + +

5000 10000 15000 20000
nb de points

Fia. 2.16 — Vérification expérimentale de la tendance linéaire en moyenne. Temps de
détermination du cercle circonscrit minimum en fonction du nombre de points.

La différence réside dans la fonction d’optimisation qui n’est plus linéaire f(x) =
T1c) + ... + Tgcqy mais quadratique f(z) = x? + y? — z car on recherche le cercle de
rayon r = v/a? + b?> — ¢ minimum. Mais la propriété (4) reste valable car méme si la
fonction f n’est plus strictement décroissante, sa convexité est une propriété suffisante.

L’algorithme décrit précédemment peut donc étre utilisé presque directement ; il suffit
de modifier la fonction d’optimisation f. Nous avons codé l'algorithme en C++ afin
de vérifier que la progression du cout de calcul en fonction du nombre de points est
linéaire (Fig. 2.16).

2.4 Conclusion

Nous avons vu, sur plusieurs exemples significatifs, & quel point I'espace (2o permet
une visualisation fine des ensembles de cercles, droites, points et de leurs propriétés, re-
jaillissant également sur la compréhension et/ou la création d’algorithmes performants.
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Chapitre 3

Transformées en cercles

La Transformée de Hough (T.H.) est l'outil privilégié pour détecter des droites en
traitement d’image, grace a sa propriété d’échange d’alignement de points en inter-
section de sinusoides. Les Transformée en Cercles (7.C.) introduites dans [3] sont des
transformées analogues a la T.H., dans lesquelles les sinusoides sont remplacées par
des cercles. De ce fait, elles bénéficient du cadre géométrique riche de €25, ce qui va

notamment permettre d’amener la recherche de la droite d’alignement optimale & une
démarche de type ”moindres puissances de cercles”.
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3.1 Introduction

Dans un grand nombre d’applications de traitement d’image (pour des systémes
de contréle ou de localisation par exemple) la détection de droites est un probléme
essentiel. Notre cerveau est capable, assez facilement, de percevoir dans une scéne un
alignement, méme imparfait. D’un point de vue algorithmique, le probleme est beau-
coup plus difficile.

La Transformée de Hough (T.H.), inventée & cette fin en 1962 par un ingénieur américain
[2][16], est une des plus connues et utilisées en traitement d’image. Son principe repose
sur ’échange des alignements de points en intersections de courbes sinusoidales, plus
faciles a détecter. Il en découle un algorithme facilement programmable et rapide, et
disponible sur des composants électroniques dédiés. Cependant, I'incertitude liée a la
droite détectée reste difficile a estimer. De plus, les propriétés géométriques des si-
nusoides sont assez pauvres...

D’autres solutions peuvent étre envisagées, telles que les transformées en cercle que nous
définirons dans ce chapitre. Elles possedent, comme la T.H., la propriété d’échange des
alignements en intersections de courbes, les sinusoides étant remplacées par des cercles.
Grace a leurs propriétés géométriques, il est possible d’établir un lien avec I'espace €2
vu précédemment, ainsi qu’avec la méthode d’optimisation des moindres carrés.

3.2 La Transformée de Hough

3.2.1 Définition

Deux parametres sont nécessaires pour définir une droite § dans le plan. Dans le
cadre de la T.H., on utilise les coordonnées polaires du point H, projection de I'origine
O sur la droite ¢ (Fig. 3.1), et on note :

~ p la distance (O, H)

— 0 l'angle (O—%,O?)

L’équation d’une droite de parametres (p, ) est alors :

xcosh +ysinf =p (3.1)

Preuve Un point P(z,y) du plan appartient a la droite d, gy, si

(OP — OH).0H =0
or.0m - ol -

xcosf 4+ ysinf = p.
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0 (a) X | i (b)

F1G. 3.1 — (a) Droite du plan de parametres p et 6 (b) représentation dans l’espace de
Hough.

|

La T.H. est une transformation point-droite. Elle associe de fagon bijective une
droite 0 du plan & un point dont les coordonnées, dans un espace dit auxiliaire ou de
Hough, sont les parametres (p, ) de 0.

Définition 7 La transformée de Hough associe a la droite d’équation
z cos(fp) + ysin(By) = py avec [0y, po] € [—m, 7[XIRT le point de coordonnées (0, py) O

3.2.2 Propriétés
3.2.2.1 Faisceau de droites

Un faisceau regroupe ’ensemble des droites passant par un point M de coordonnées
polaires (par, 0pr) du plan. Cette notion joue un role central dans la T.H.

Propriété 12 Dans l’espace de Hough, le faisceau de droites concourantes au point
M((pnr,Onr) est représenté par la courbe sinusoidale d’équation :

parcos (0 —0y) =p (3.2)
a

Preuve La preuve est immédiate. Les parametres (p,6) des droites passant par le
point M (par, 0ar) vérifient la relation pys cos (0 — 6yr) = p (voir Fig. 3.2). O
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N oM

(a) (b)

F1G. 3.2 — (a) Faisceau de droites passant par M (b) Son image dans le plan de Hough
est une sinusoide.

3.2.2.2 Alignement-intersection

Propriété 13 L’image dans l’espace de Hough d’un ensemble de points alignés sur une
droite de paramétres (pq,0q), est un ensemble de courbes sinusoidales concourantes au
point (pq, ba). O

Nous appellerons ” A.P.I.C.” cette propriété Alignement de Points-Intersection de Courbes
car un alignement est échangé avec une intersection. C’est la propriété fondamentale
de la T.H. utilisée par les algorithmes détectant les droites dans une image binaire.

Preuve Soit un ensemble de points Q@ = {Py, P, ...P,} alignés sur la droite dg de
parametres (pq,fq). D’apres la propriété 12, I'image du faisceau de droites associé &
chaque point P; est la sinusoide d’équation p; cos (6 — ;) = p. La droite g est com-
mune a tous les faisceaux car elle passe par tous les points P;. Les sinusoides sont donc
concourantes au point (pq,fq) correspondant & la droite dq. O

3.2.3 Programmation

La T.H. est facilement programmable. L’espace de représentation est assimilé & un ac-
cumulateur (tableau d’entiers 4 deux dimensions) ce qui nécessite un échantillonnage
des parametres p et 6. Chaque pixel appartenant & un objet de I'image de départ peut
étre associé a un faisceau de droites, donc & une sinusoide dans le plan de Hough. On
incrémente les valeurs des cases du tableau par lesquelles passent ces sinusoides (Fig.
3.4).

A Tissue du traitement, les intersections auront créé des accumulations significatives du



La Transformée de Hough 49

i)

(a) (b)

F1G. 3.3 — (a) Points alignés (b) Sinusoides concourantes.

fait de de la propriété 13 et pourront étre détectées par seuillage. Les sinusoides peuvent
étre ”"épaissies” pour permettre de détecter plus facilement des alignements imparfaits.
Dans ce cas, on n’obtient pas un point d’accumulation unique mais un ”cluster” de
forme trés variable (Fig. 3.5, 3.6, 3.7).

S
=5
SIS SIS
SO SO SCS ST SOS S
SIS
S SSSSSSSOSS

SIS

F1a. 3.4 — Algorithme de la transformée de Hough : représentation graphique des conte-
nus des ”accumulateurs” dans le cas de deux sinusoides, avec un pic a leur intersection.
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Cependant, cet algorithme n’a de sens que dans le cadre discret et n’est pas direc-
tement relié & la théorie précédente, valable en continu et pour des alignements parfaits.

La différence entre un espace continu et discret souleve plusieurs questions :
— Comment choisir ’échantillonnage de I'espace de Hough ?
— Comment choisir le seuil de détection ?
— Comment peut-on estimer 'incertitude liée & la droite détectée 7
— Comment choisir le meilleur point du ”cluster” ?

F1G. 3.5 — Image initiale & niveaux de gris.

Remarques : La T.H. peut étre rapprochée de la Transformée de Radon qui, a une

image f, fait correspondre ses intégrales lignes : Rp(0,p) = [ f(p8+y)dy. La T.H.
yehL
est donc plus une approche analytique que géométrique des problemes d’alignements.

3.3 Transformées en cercle

3.3.1 Des sinusoides aux cercles

Reprenons ’équation de la propriété 12 avec p et 6 vues comme coordonnées polaires
d’une nouvelle courbe :

x = pcosf
y = psinf
L’équation devient :
p = po (cos B cos By + sin @ sin ) (3.3)

p% = pop (cos O cos By + sin O sin Op) (3.4)
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Distance p

20 40 60 80 100 120 140 160

Angle 6

F1G. 3.7 — Le ”sinogramme” de la Transformée de Hough de la figure 3.6, le pic cerclé
correspond a la droite détectée.

22 + % = zxo + yyo (3.5)
2?2 +y? —yoy — oz =0 (3.6)

Cette derniere équation correspond a un cercle de centre %(wo,yg) qui passe par
l'origine. On obtient ainsi une nouvelle transformée, dite transformée en cercle (T.C.),
qui associe & un point de coordonnées M (a,b), le cercle de centre M et de rayon
Vva? + b%. En pratique, on fait subir & ce type de cercles une homothétie de rapport 2,
en sorte que le centre devienne (zg,1p). Ainsi, ’équation 3.6 est remplacée par :



52 Transformées en cercles

2 +y? —2zx — 2yyo =0 (3.7)

3.3.2 Définition

Il est possible de généraliser la transformée en cercle (T.C.) vue précédemment en
modifiant la valeur du parametre ¢ dans I’équation 3.6 [4] [3](c = 0 pour les cercles
passant par l'origine).

Définition 8 La transformée en cercle de paramétre ¢ (T.C..) associe au point M (a,b)
le cercle d’équation

2+ 9% — 20z — 2by + ¢ =0 (3.8)
O
Remarque : Le rayon du cercle est alors r = Va? + b2 — c. Si ¢ est positif, les points

M pour lesquels a? + b?> — ¢ < 0 n’ont pas d’image.

On peut discerner 3 cas particuliers (Fig 3.8) :
— Sie =0, le point M (a, b) est associé au cercle de centre (a, b) passant par I'origine.
~ Siec <0, M(a,b) est associé au cercle de centre (a,b) coupant, le cercle centré &
l'origine et de rayon /—c suivant un diametre de ce cercle.
~ Sic >0, M(a,b) est associé au cercle de centre (a,b) orthogonal au cercle centré
a Porigine et de rayon +/c.

c=0 c<0 c>0

Fia. 3.8 — Images de trois points par T.C.o,T.C._1 et T.C'4

3.3.3 Les différentes géométries

J.M. Becker [3] a montré qu’il était possible d’associer a chacun des trois cas cités
ci-dessus (¢ =0,c < 0 et ¢ > 0) une géométrie différente.
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—~ ¢=0: géométrie parabolique (euclidienne). L’origine est exclue (elle représente
I'infini). Par un point passe un seul cercle ”parallele” & un autre (au sens ou ils
ne s’intersectent pas & part a 'origine). La somme des angles d’un triangle est .

— ¢ < 0: géométrie elliptique (dite encore géométrie sphérique). Aucun cercle
n’est "parallele” a un autre, tous s’intersectent. La somme des angles d’un triangle
est supérieure & .

— ¢ > 0: géométrie hyperbolique . Par un point passe une infinité de cercles
"paralleles” & un cercle donné. La somme des angles d’un triangle est inférieure
A .

3.3.4 Lien avec 1’espace des cercles

Vue dans I'espace des cercles Q5. la T.C.. d’un point p(a, b,a? + b, 1) est le point
o(a,b,c,1) représentant le cercle de centre (a,b) et de rayon Va2 + b? — ¢ dans Q5.

Ainsi, pour chaque valeur du parametre c¢, I’ensemble des cercles correspondants se
trouve dans un plan horizontal. Les plans pour lesquels ¢ est positif coupent I'intérieur
"interdit” du paraboloide IT suivant un disque de rayon r = /c correspondant aux
points qui n’ont pas d’image par la transformation 7.C.. (Fig 3.9).

c=1
c=0 ;

c=-1

Fia. 3.9 — Les T.C'.. vues comme projections dans 1’espace des cercles.

3.3.5 Image d’une courbe par 7.C.,

Considérons une courbe paramétrée I'y, de classe C' par rapport au paramétre .

_ ) z(\)
b= { y(\)

L’image par T.C.. de chacun des points de cette courbe est un cercle d’équation
ox(z,y) = 22 + y? — 22()\) — 2y(A\) — ¢ = 0. L’ensemble de ces cercles constitue une
famille dont I’enveloppe E (si elle existe) peut étre considérée comme I'image de I'y par
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T.C... Un point appartient & F si il est a I'intersection de deux courbes I'y infiniment

proches :
ox(z,y) =0 o ox(z,y) =0 o ox(z,y) =0
Oarar(z,y) =0 oarar (@, y) — oa(z,y) =0 donaloy) _ g

{ 2?24+ y2 —22(\) —2y(A\) +c=0

On obtient ainsi une nouvelle équation paramétrée par élimination du parametre A
(lorsqu’elle est possible).

Les figures 3.10 et 3.11 montrent les enveloppes obtenues & partir d’une ellipse dans le

cas des transformées T.C._q et T.C.g.
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Fia. 3.10 — Image d’une ellipse en pointillés par T.C._1.
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95



56 Transformées en cercles

3.3.6 Propriété A.P.I.C.

Tout comme la transformée de Hough, toutes les transformées en cercle ont la pro-
priété A.P.I.C. Chaque alignement de points sur une droite § est associé a un faisceau
de cercles concourant en 2 points : J; et J_ (Fig 3.12).

Les points O, J4 et J_ sont alignés, et la droite § est la médiatrice du segment [J; J_].

Propriété 14 Si on note P le point d’intersection de [J1J_] avec § et x4, z_,p les
abscisses des points Jy, J_ et P sur l’aze orienté (OP), alors on a la relation :

T+ =pE+\/p?—c (3.9)

|

Preuve Soit un ensemble de points { Py, P»,...P,} alignés sur la droite § d’équation
xcosf + ysinf = p. Par T.C.., & chaque point (a;, b;) est associé le cercle d’équation :

22 +y? =20,z —2bjy +¢ = 0

soit en coordonnées polaires :

r? —2r(a;cosf + bisinf) +¢ = 0

Or les points P;(a;, b;) vérifient a; cos @ + b; sin @ = p. Donc finalement,

7"2—27"p+c =0

D’ou la relation 3.9. O

La transformée T.C.. permet donc d’associer a chaque droite A du plan deux points
correspondant & l'intersection des cercles images de A.

Remarque : L’information contenue dans le cercle C s (centré en O et de rayon \/c)
est en redondance avec celle contenue a extérieur du cercle (Il y a aussi redondance
pour la T.H. si le paramétre p n’est pas restreint auz valeurs positives).
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(c)
F1G. 3.12 - Illustration de la propriété A.P.I.C. de la T.C.. (a) ¢ =0, (b) ¢ = 1, (c)
¢ = —1. On remarquera que J_ est confondu avec O dans le cas ¢ = 0.
3.3.7 Lien avec la méthode des moindres carrés
Soit un point M(a,b) du plan et une droite § située & une distance ¢ de l'origine.

La distance e entre le point M et son projeté orthogonal H sur la droite § peut étre
considérée comme une mesure de erreur d’alignement (Fig 3.13).
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L’erreur e vérifie la relation :

2 (az + by —1)* (< M,A >)2
a? + b? 1Al

Remarque : Le produit scalaire utilisé a été défini au premier chapitre par la relation
1.12 avec M de coordonnées (x,y, x> +y?,1) et A(a,b,2,0).

Nous avons vu que tous les cercles associés aux points de § par T.C.. étaient concourants
en deux points J; et J_. Le point M n’étant pas sur 4, le cercle T.C..(M) ne passe
pas par J4 ou J_. Cependant il existe une relation entre la distance e et la puissance
du point J; par rapport au cercle T.C..(M) :

F1G. 3.13 — Erreur d’alignement entre le point M et la droite 6.

Propriété 15 La distance du point M a la médiatrice A du segment [J4, J_], appelée
Zerreur d’alignement” , vérifie la relation :

9 (< J, T.C..(M) >>2

S\ T

Preuve Comme précédemment, on note T.C..(M) Iimage de M, i.e. le cercle de
centre M et de rayon r = va? 4+ b? — ¢ (Fig 3.14) et Jy les points associés & A par
T.C...

On note H' le projeté de M sur [Jy,J_], I Dintersection de A et [J4,J_], t la dis-
tance I, J, et i la distance O, I.
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Enfin, on note ,/p la distance entre le point J, et le point de contact B de la tan-
gente au cercle. p est donc la puissance du point J, par rapport au cercle.

Avec les notations de la figure 3.14, on a les carrés de normes suivants :

22=r?4p (3.10)
%—we+02+ﬂ (3.11)
r?+c=1%2+ (i —e)? (3.12)
D’apres (3.10) et (3.11)
p+r? = (e+t)>+1? (3.13)

Soit en soustrayant (3.12) & (3.13)
p = (e+t)?+c—(i—e)? (3.14)

Or d’apres 3.9 :

i+t=i+ViZ—c (3.15)

Dol #2 =i — ¢. Ce qui donne en reportant cette valeur dans (3.14) :

p = 2e(i +t) (3.16)
Soit
—
p =2 07| (3.17)
O
Corollaire :

Donnons nous un ensemble fini de points {M;} du plan. La droite minimisant la somme
des carrés des erreurs d’alignement est associée au point J qui minimise la somme :

Z(<JTC )2

-\ 2or]

Remarque : < J+,T C.(M;) > étant homogene & une distance au carré en tant que

<J,T.C.(M,

puissance, ~2p———tl H Z est bien homogene & une distance.
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y
I
t
I z
1 ; N
H
1/
O X
A
e
B
r
M

F1ac. 3.14 — Tllustration de la démonstration de l'erreur d’alignement. 1 = IO, = [H =
HM,t=1Jy,e=MH=1H".
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3.4 Conclusion

Depuis longtemps, le terme ” Transformée de Hough” désigne, chez certains utilisa-
teurs, une transformée passablement différente, que 'on appelle, pour la distinguer de
la précédente ”Transformée de Hough (7,p)” (7 est une ordonnée & l'origine et p une
pente). Elle consiste & associer & tout point (z,y) de la ”scéne” I’ensemble des droites
y = px + T passant par ce point, donc telles que :

T = Yo — PTo (3.18)

Cette expression est donc elle-méme 1’équation d’une droite dans un plan de coor-
données (7,p) ; on montre facilement qu’a des points (x, yx) alignés, correspondent des
droites concourantes, exactement comme pour la Transformée de Hough classique.

Cette transformée continue a étre utilisée, notamment en géologie et acoustique. Elle
est cependant nettement moins riche que la Transformée Polaire [52] que nous allons
introduire maintenant et qui elle aussi & tout point associe une droite.
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Chapitre 4

La Transformée Polaire

La Transformée Polaire (T.P.) associe de maniére bijective un point du plan & une
droite [6]. Elle est liée aux T.C.. par I'intermédiaire d’une transformation géométrique
classique, l'inversion, et présente des propriétés similaires comme 1’échange d’aligne-
ments en intersections (A.P.I.C) [5]. D’autres propriétés sont propres a la T.P. comme
la transformation de coniques en coniques, ou encore la représentation sous forme de
faisceau de coniques de l'erreur d’alignement d’un nuage de points.

/777////////111\
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4.1 Introduction

Pour des raisons avant tout didactiques, tout ce qui suit est traité dans le plan,
via-a-vis de la conique particuliere qu’est le cercle unité. Cependant, tout ce que nous
avons fait s’étend d’une part a l'espace et d’autre part a la polarité vis-a-vis de co-
niques/quadriques.

Nous avons déja défini plusieurs transformées points-courbes, & savoir la T.H. et les
T.C.., basées sur une association entre un point et une sinusoide (respectivement un
cercle). Dans ce chapitre, nous allons étudier la Transformée Polaire (T.P.) qui associe
4 un point (dit pole) une droite (dite polaire associée au pole) de maniere bijective.

Nous verrons dans une premiere partie que la définition de la T.P. peut étre étendue
4 une courbe I' (pourvu qu’elle soit suffisamment ”lisse”) en utilisant I'enveloppe de
I’ensemble des droites polaires des points de I'. Cette extension aux courbes a une pro-
priété remarquable : I'image d’une conique est une conique.

Dans un deuxiéme temps, nous verrons que l'inversion permet d’établir un lien entre les

transformées en cercles vues précédemment et la Transformée Polaire que nous allons

introduire ci-dessous, lien qui sera également mis en évidence dans le cadre de I'espace
P

QZ-

La mesure de "I’erreur d’alignement” entre un nuage de points et une droite sera le sujet
de la derniére partie. Les poles des droites présentant une erreur donnée par rapport
aux points du nuage forment une conique, propriété que n’ont pas les autres transfor-
mations A.P.I.C.

4.2 Image d’une courbe par T.P

4.2.1 Cas général

Définition 9 Soit k un réel positif firé. La transformée polaire (notée T.P.;) associe
au point M (a,b) du plan (le péle), la droite T Pr(M) d’équation ax+by = k (la polaire)
et réciproquement.

M(a,b) <> ax +by =k

Dans toute la suite, nous prendrons k& = 1.

10 0
Notons S=| 0 1 0 |, la matrice associée a la conique qu’est le cercle unité.
0 0 -1
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Donnons une construction géométrique de la polaire connaissant le pole (Fig 4.1).

— Si le point M est & [’extérieur du cercle unité, sa polaire est la droite joignant les
points de contact des tangentes au cercle unité C; menées par M.

— Si M est a l'intérieur du cercle unité, la construction est en deux temps. On trace
d’abord deux droites passant par M (on exclut les diametres) ; elles coupent le
cercle C aux points Ay, As, By, Bs. Les tangentes au cercle aux points (Ay, By)
(resp. (Ag, B9)) s’intersectent au point I ( resp. Iz). La droite (I113) est la polaire
associée & M.

— Si M est sur le cercle unité, la polaire associée est la tangente en M.

Plus généralement, il est important de noter que X,(z,, o, 1) est sur la polaire de

X1(x1,y1,1) si et seulement si zgz1 + yoy1 = 1, c’est-a-dire si et seulement si :

xIsx, =0 (4.1)

I

(a) (b)

Fia. 4.1 — Construction géométrique d’une droite polaire dans les deux cas (a) M
extérieur au cercle (b) M intérieur au cercle.

Nous appellerons transformée polaire T.P.(I') d’une courbe paramétrée T'(\) I'en-
veloppe (si elle existe) de ’ensemble des droites obtenues par transformée polaire des
points de T'(\). Par conséquent, ces droites sont tangentes & la courbe T.P.(T").

Remarque : Si on se place dans 'espace des points de contacts, la Transformée
Polaire est simplement une transformation point a point.
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4.2.2 Cas d’une conique

Nous allons nous intéresser au cas particulier ou I' est la conique définie par la ma-
trice symétrique A (de dimensions 3x3 en coordonnées projectives) : un point X (z,y, 1)
appartient & T si et seulement si il vérifie X7 AX = 0. Rappelons également que la tan-
gente en Xo(zo,yo, 1) & cette conique a pour équation

XTAX, =0 (4.2)

Propriété 16 La Transformée Polaire de la conique C'4 associée a la malrice symétrique
A est la conique T.P.(Cy) = Cp associée a la matrice B = SA™'S. O

Preuve Soit Xy (g, 0, 1) un point de Cjy :
XFAXx, =0 (4.3)

La matrice A étant symétrique (A7 = A), on peut écrire 4.3 sous la forme équivalente
suivante (si A lexiste) :

XFATA'AXy =0 (4.4)
ou encore
XTATSSA 1SSAXy =0 (4.5)
Soit en posant Yy = SAX)
Y BYy; =0 (4.6)

Ainsi le point Yj appartient & la conique Cp.

D’autre part, si un point X appartient a la polaire du point X, d’apres 4.1 :

XT8Xy=0 (4.7)
(4.8
Soit
XTSA"1SSAXy =0 (4.9)
N—_——\ ,
B Yo
ou encore

XT"BY; =0 (4.10)
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D’aprés 4.2, le point X appartient donc a la tangente & Cp en Y.

Nous avons prouvé de la sorte que chaque droite polaire associée a un point Xy de
la conique Cy est tangente & la conique C'p au point Yy = SAX(; ainsi T.P.(C4) = Cp.

|

4.2.3 Cas de ’ellipse

Sur les figures 4.3, 4.4 et 4.5 sont représentées les T. P. d’une ellipse £ avec différentes
positions positions relatives par rapport a l'origine.

Propriété 17 La T.P. d’une ellipse £ est :
— une hyperbole si € ne contient pas 'origine.
— une parabole si £ passe par [origine.
— une ellipse si € contient 'origine.

Preuve [47] donne une démonstration de cette propriété. Nous en proposons une
autre dans un cas particulier qui nous permettra de rendre plus concrets les calculs
précédents.

Si lellipse £ a son centre en (a,0) avec a > 0 (Fig. 4.2) et pour équation :

Ax—a) +5%*—1=0 (4.11)

1

Les points d’intersection de £ avec ’axe Oz ont pour abscisses a — é et 1 — -

On récrit 4.11 sous la forme matricielle :

2

o? 0 —ax x
(w y 1) 0 B2 0 y | =0 (4.12)
—aa? 0 (a?a®—1) 1

La conique obtenue par T.P. de &£ sera associée a la matrice :

10 0 L—a> 0 a 10 0
01 0 0 7 0 01 0 |=0 (4.13)
00 —1 a 0 -1 00 —1

1 2

- —a 0 —a

a 1 (A B

0 3 0 _<BT o) (4.14)

—a 0 -1

Le type de cette conique est déterminé par le signe du déterminant de la matrice

A ie. le signe de % — a®. Les différents cas possibles sont les suivants :
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1. L < a (Porigine est & l'extérieur de &), det(A) est négatif et T.P.(E) est une

hyperbole.
2. L = qa (Porigine est sur &), det(A) est nul et T.P.(€) est une parabole.

«

3. L > a (origine est & lintérieur de &), det(A) est positif et T.P.(€) est une ellipse.

cercle unité

yM
a—é a+§

F1a. 4.2 — Ellipse centrée sur I’'axe Ox de centre (a,0), de demi-axes é et %




Image d’une courbe par T.P.;

FiG. 4.3 — 1a T.P. d’une ellipse ne contenant pas ’origine est une hyperbole.

<\

\\\\\\\\\\\\\‘h’w

Fi1Gc. 4.4 —1a T.P. d’une ellipse passant par I’origine est une parabole.
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I

V7

|
!

\\Y

Fi1c. 4.5 — la T.P. d’une ellipse contenant ’origine est une ellipse.
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4.3 Liens avec les T.C.. et I’espace Q)

4.3.1 L’inversion : des cercles aux droites

Propriété 18 L’image par inversion généralisée I, du cercle d’équation
22 + y? — 2ax — 2by + ¢ = 0 appartient d la droite d’équation 2ax’ + 2by' = k. O

On trouvera une présentation de 'inversion et de I'inversion généralisée dans I’an-
nexe A.

Remarque : On obtient entierement la droite si et seulement si ¢ < 0, les points tels
que a? + b? = ¢ étant “envoyés” a linfini.

Preuve Soit un point M (z,y) vérifiant :

22 +y® —2ax — 2by+ ¢ =0 (4.15)
2ax 2bx
1 = 4.16
$2+y2+c+$2+y2+c (4.16)
Soit M'(z',y') I’ image de M par inversion I{, défini par :
! kx
T = 2,27
i e
y - :v2+y2+c
4.16 peut donc s’écrire sous la forme :
2a1' N 20y' (4.18)
k Eo ’
2az' +2by' =k (4.19)
O

Propriété 19 Pour c <0, la transformée polaire T.P.; d’un point M du plan est 'in-
verse If de la transformée en cercle T.C, de ce point : T.P.,(M) = I{(T.C..(M)). O

Preuve Pour un point M(a,b), T.C..(M) est le cercle d’équation :
az? +by? — 2ax — 2by + ¢ =0

La propriété précédente indique que I'inversion I de ce cercle donne la droite d’équation
2ax 4 2by = k, ou de maniere équivalente avec k = 2, ax + by = 1, équation correspon-
dant & T.P.p(M). O
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4.3.2 Interprétation de l’inversion dans 2

La Transformée Polaire, comme les Transformées en Cercles, peut étre définie a
partir de la forme bilinéaire de I'espace Q5. En effet, un point p(a,b,a? + b%,1) et sa
polaire 6(a,b,2,0) (6(a,b,2k,0) dans le cas général) sont orthogonaux :

1
<p,d >=a® + b - 52(a2 +6%)=0 (4.20)

Dans ce cadre, 'inversion prend la forme d’une simple transformation linéaire in-
versant les deux derniéres coordonnées. Le point p(a, b, a®+b?,1) devient (a, b, 1, a® +b?)
soit de maniere équivalente :

a b 1
a? 4+ b2’ a? 4+ b2’ a? + b2’

( 1)

qui sont les coordonnées du point 1 If’HQ inverse de p.

Pour un cercle passant par l'origine o(a,b,0,1), le méme procédé donne la droite
d(a,b,1,0) qui, d’aprés la propriété 18, correspond & I'image de o par inversion.

4.4 Propriétés

4.4.1 Propriété A.P.I.C

Propriété 20 La T.P. présente la propriété A.P.I.C. : elle échange des alignements
de points en intersections de droites.
(La propriété A.P.I.C. est définie en 3.2.2.2) O

Preuve Grace a la dualité, la démonstration est immédiate. En effet, soient n points
Pi(z;,y;) alignés suivant la droite §(ag, bs) donc tels que Vi, asx; + bsy; = 1. Par T.P.,
ces points sont transformés en des droites d’équations

Tz +yy =1
: (4.21)
TnZ +yny =1

Le point (z = aa,y = ba), vérifiant ensemble de ces équations, est donc & I'intersec-
tion de toutes les droites. O

Propriété 21 Quel que soit le point M du plan, T.P.(T.P.(M)) = M O
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Preuve Si M a pour coordonnées (a,b), T.P.(M) est la droite d); d’équation :

axr +by=1

T.P.(T.P.(M)) est donc & prendre dans le sens de la transformée polaire d’une courbe
(la droite 6 pour T.P.(M)). L’ensemble des droites associées aux points de § formant
a

un faisceau passant par M, ’enveloppe est réduite & ce point.

Cette propriété de stabilité de la Transformée Polaire se traduit par une capacité a
étre itérée tout en gardant un sens géométrique. Par exemple dans le cas d’'une image
ot des points sont alignés sur des droites convergentes vers des points de fuite (Fig.
4.6). Les droites, images par T'.P de ces points, s’intersectent en un ensemble de points
eux-méme alignés (Fig. 4.7). La T.P. appliquée une deuxieme fois fait apparaitre les

points de fuite de 'image initiale (Fig. 4.8).

F1G. 4.6 — Points alignés sur deux faisceaux de droites.

4.4.2 Mesure de ’erreur d’alignement
Grace & ses propriétés géométriques (notamment la transformation d’une conique
en conique), la T.P. est davantage adaptée a I'étude de Perreur d’alignement que les

autres transformations A.P.I1.C.

Appelons Derreur d’alignement e entre un point M (x,y) et la droite § d’équation
ar+by = 1 le carré de la distance entre M et son projeté orthogonal H sur 4§, autrement
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Fic. 4.7 — La T.P. met en évidence les droites.

F1G. 4.8 — La T.P. de I'image 4.7 met en évidence les points de fuite de 4.8.

dit :

(4.22)
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Y

101

5 1 .

O ) 10 =

Fic. 4.9 — Ensemble de points approximativement alignés.

< M, >
elab) = (ST (4.23)
(4.24)
Ainsi, pour un ensemble de n points M;, 'erreur totale devient :
Z 2
> (az; +by; — 1)
e(a,b) = =L (4.25)

a? + b?

11 existe une droite, dite des moindres carrés [54] pour laquelle e est minimum.

La fonction de deux variables e(a,b) peut étre représentée en tant que surface dans
IR3. La figure 4.10 en donne un exemple, associé au nuage de points de la figure 4.9.
Les courbes de niveau 7. correspondantes sont données sur la figure 4.11. Les points
appartenant & une méme courbe -y sont associés & des droites présentant la méme erreur
d’alignement avec les points M;.

Propriété 22 L’ensemble des courbes de niveau 7. forme un faisceau de coniques. O

Preuve Récrivons I'équation de la courbe 7. sous la forme :

n

c (a2 + b2) = Z (az; + by; — 1)* (4.26)
=1
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F1G. 4.10 — Erreur d’alignement entre le nuage de points de la figure 4.9 et la droite
d’équation ax + by = 1, selon les valeurs de a et b.

c 2 2 1 & 2
—_— b)) ——— i +by, — 1) = 4.2
C+1(a+ ) C+1;(ax+y ) 0 (4.27)
p1 — -— _
©2

Cette équation correspond a un faisceau de coniques controlé par le parametre c,
variant de 0 & 400, avec :

©1(a,b) = a®+b? (4.28)
n n n n n

wo(a,b) = aQZxZZ + b? Zy? +n— 2a2$i — 2bei + 2abZ$iyi (4.29)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

|

Le faisceau 7, ainsi obtenu est guidé par la valeur de ¢ :

— Pour ¢ < ¢, 'équation 4.27 n’a pas de trace réelle.

— Pour ¢ = ¢, e est réduit au point (ay,, by,).

— Pour ¢ > ¢, le faisceau est formé successivement par des ellipses, paraboles et
hyperboles.

Lorsque ¢ tend vers 'infini, . qui tend vers un point a ’origine, a une forme de
plus en plus circulaire (Fig. 4.13).

Quand Derreur "tolérée” ¢ est faible, v, est une ellipse contenant en son intérieur
le point (a,, by,) suffisamment petite pour que origine soit & ’extérieur. L’ensemble
des droites associées T.P.(7.) est contenu, d’apres la propriété 17, dans une hyperbole
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F1G. 4.11 - le faisceau de coniques 7. (coupes horizontales de la surface de la Fig. 4.10).

contenant la droite des moindres carrés.

Les droites pour lesquelles 'erreur ¢ est suffisamment grande sont soumises & moins
de contraintes par rapport au nuage de points. Toutes les directions deviennent pos-
sibles et leur enveloppe forme une ellipse autour du nuage de points; v, est alors une
ellipse contenant l'origine.

Propriété 23 Pour tout ensemble de n points M; (non tous alignés) dans IR?, il existe
deuz points (p1 et py) définissant deux faisceauz de droites (Fy et Fy) pour lesquels
Uerreur e par rapport aux points M; est constante.

Vo e (Fy UFQ), e(d) = cte = ¢,

Preuve Soit un ensemble formé de n points M;(x;,y;) (les valeurs centrées sont notées
(Zi,9;), my et m, désignent respectivement les moyennes en x et y).
Les courbes de niveaux . ont I’équation matricielle suivante (Fig. 4.27) :

XTAX =0 (4.30)
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F1G. 4.12 — (a) Axes et ellipse d’inerties d’un nuage de points. (b) Faisceaux de droites
d’erreur constante.

avec X7 = (a,b,1) et

c—Yw - wiyi 2w
A=| =Xzyi c=Xy Y
2T Xy —n
Notons
~2 ~ o~
p=( X% 2 (4.31)
Ty Y
la matrice de covariance du nuage. Elle est symétrique définie positive donc diago-
nalisable, et ses vecteurs propres Vi et V5, associés aux valeurs propres A; et Ao

(A1 > A2 > 0), forment une base orthogonale. Le vecteur V; correspond & la direc-
tion pour laquelle les points M; présentent la plus grande variance. On a :

D =BT ( AOI /\02 > B (4.32)

B étant la matrice orthogonale de changement de base :

le V2:v
B = 4.33
( ‘/1y V2y ) ( )
On montre sans difficulté que :

T c— A\ 0 0 My
A:<B0 (1)> 0 c—X 0 (ﬁ?)—n My (mx My —1)
0 0 0 -1

Prenons le cas particulier ¢ = Aq ; on a alors :
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V. e
A:(}\I—Az)(Oz)(VQT O)—n My (mx My —1) (4.34)

-1
On dispose donc d’une écriture simplifiée de A et I’équation XTAX = 0 avec

X (a,b,1) devient :

(A1 — A2)(avzy + bugy)? = n(mga + myb — 1)

qui représente 1'union de deux droites, puisque (A — Ag) > 0, images par T.P. des
points (my £ 1/ 2=22Vh, m,, £ 1/22214,)) (Fig. 4.13).

L’ensemble des droites présentant une erreur ¢ = \; correspond donc au double faisceau
de droites passant par ces deux points. O

-4 -2 ] 2 4

F1G. 4.13 — Droites correspondant aux faisceaux Fj et Fb.

(ax;+by;— 1)2

M=

i=1

Remarque : Le rapport e(a,b) = *

PR peut aussi étre vu comme linverse



80 La Transformée Polaire

d’un coefficient de Rayleigh [15].

En effet, en posant

S Yry — S
E=| Yoy Sy Sy

-2 T =Y n
on peut écrire :
1 00 1 00
X"lo 10X X"lo0o10]|X
1 000 000
e(a,b) XTEX B XTorox

CTC étant la décomposition de Cholesky de la matrice E. On effectue alors le
changement de variable Y = CX, pour obtenir finalement la forme d’un quotient de

Rayleigh :

1 vY'gy
e(a,b)  YTY

avec

dont les valeurs extrémales sont les valeurs propres de la matrice G.

4.5 Conclusion

D’une certaine maniére, la Transformée Polaire ”concentre” les propriétés de la T. H.
et des T.C. qui sont essentiellement rattachées a la géométrie différentielle. De plus, et
c’est en cela qu’elle est plus intéressante que les transformées précédentes, elle permet
de tirer un grand profit de la (véritable) dualité grace aux outils de 'algebre linéaire,
permettant notamment de visualiser les erreurs d’alignement sous forme de faisceaux
de coniques.



Chapitre 5

Mesure et géométrie intégrale

La Transformée de Hough (7.H.) d’une forme convexe est définie comme la T.H.
de Pensemble des droites qui Pintersectent. Dans le plan de Hough (6, p), laire de la
surface formée par 'ensemble des points ainsi obtenus est égale au périmetre de cette
forme (propriété P.A.). Cette propriété peut étre étendue aux autres transformations
A.P.I1.C" & condition de pondérer la mesure de laire. On retrouve ainsi une mesure
inwvariante par déplacement connue dans le domaine de la géométrie intégrale.

1 1
/ / dedm:/ / Wasinalsinagdsld:;g
T.P.(AF) FXF H ! 2“

81
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5.1 Introduction

La Transformée de Hough est généralement utilisée pour son aptitude & détecter
des alignements (propriété A.P.I.C.). Elle posséde une autre propriété moins connue.
Il s’agit de la relation existant entre le périmetre d’une forme convexe et I'aire de sa
"transformée”. Cette relation, que nous appellerons Périmétre-Aire (P.A.), permet no-
tamment d’estimer efficacement un périmetre, quantité difficile & estimer dans un espace
discret, et de définir une mesure d’ensemble de droites invariante par déplacement. Il
sera donc nécessaire avant tout de préciser la définition de la T.H. d’une forme.

Nous étendons cette définition & d’autres transformations qui présentent la propriété
A.PIC. (T.P.T.C,..) et nous démontrons qu’elles posseédent également la propriété
P.A. Cependant, la surface obtenue, par exemple en considérant les droites coupant
deux segments, dépend de la position de ces derniers par rapport & l'origine. Il est
donc nécessaire de pondérer la surface intégrée pour obtenir des mesures invariantes
par déplacement, notion essentielle en géométrie intégrale.

Enfin, nous évoquerons le cas des formes non convexes.

5.2 Propriété P.A. de la T.H.

5.2.1 T.H. d’une forme

Comme nous 'avons vu au chapitre précédent, la T.H. associe au point de coor-
données (6y, po) la droite d’équation z cos(6y) + ysin(fy) = po avec [0y, po] € [0, 7[xR .
Le faisceau de droites passant par ce point est associé a la courbe sinusoidale d’équation
P =pocos (0 —0,).

De facon plus générale, il est possible d’associer & une forme convexe F l’ensemble
des droites Az coupant F, puis de calculer les points T.H.(Ar) associés a chacune des
droites. On définit ainsi la transformée de Hough d’une forme.

Dans le cas élémentaire ou F est un segment [A, B], Pensemble T.H.(Ax) est l'es-
pace dans le plan de Hough compris entre les deux sinusoides associées aux points A
et B (Fig. 5.1).

5.2.2 Mesure d’un ensemble de droites
5.2.2.1 Définition

On dispose de plusieurs transformées permettant de représenter les droites par des
points dans un espace de parametres. L’aire, mesure classique ayant des caractéristiques
pratiques de grande stabilité, peut permettre de mesurer également les ensembles de
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Yy

/B
1 1

A
O 1 T

F1G. 5.1 — Chacune des droites coupant le segment [A, B] (ou encore ”séparant A de
B”) est représentée par un point de la zone colorée de la figure de droite.

droites.

Définition 10 Soit A un ensemble de droites du plan, et T.H.(A) l’ensemble des points
associé dans l'espace de Hough. L’aire de T.H.(A) est une mesure de l’ensemble de
droites A : p(A) =Aire(T.H.(A)). O

14 est une mesure car elle vérifie les deux propriétés suivantes :
- VA, u(A) = 0;
— VA; tel que i # j = A; N A; de mesure nulle, (U A;) = 3 p(A;).

Remarque : Un faisceau de droites est de mesure nulle. En effet, il est associé par
T.H. o une courbe sinusoidale d’aire nulle. Nous supposons implicitement que toutes
les parties considérées sont mesurables.

5.2.2.2 Propriétés de p

Propriété 24 Si F est une forme convezxe, la mesure p(Ax) est égale au périmétre
de F. Nous parlerons de propriété P.A. (Périmétre-Aire). O

La figure 5.2 illustre cette propriété pour un triangle. L’aire de la zone colorée dans
le plan de Hough est égale au périmetre du triangle ABC.

Preuve Soit un polygone convexe plan P formé de n segments de longueur [; et
d’orientation ;.

Pour un angle # donné, on s’intéresse a I’ensemble des droites de direction 6 + 5 et
qui coupent P (Fig. 5.2). On note ppaz €t pmin les valeurs maximale et minimale du
parametre p pour ces droites. La projection de tous les cotés du polygone sur 'axe de
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Fia. 5.2 — Tllustration de la propriété P.A. pour un triangle ABC' : le périmétre d’une
forme convexe est égal & ’aire de sa transformée de Hough.

pmax

F1G. 5.3 — L’ensemble des droites d’angle polaire § + § coupant un polygone est
matérialisé par les points du segment [pmin, Pmaz)-

direction 6 est égale & deux fois la distance |pmax — Pmin|, car F est convexe (Fig. 5.3).
Pour obtenir la valeur de u(P), on somme cette distance pour tous les angles :

n
2 |pmax — Pmin| = ;li |cos (6 — )] (5.1)
71_ ™ n
2 [ ms = pin 46 = | 3 Is[cos (0 — 69 (5.2)
0 0=
n T
2u(P) = 3 1; [ |cos (6 — 00)| df (53)
=1 0

2u(P) = é 20;d0 (5.4)
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w(P) = longueur(OP) (5.5)

Par continuité au sens de la distance de Hausdorff, la relation est valable pour toute

forme convexe. O
Remarques :

— Si la forme est un segment, ’aire est égale o deux fois la longueur du segment.
— Si la forme n’est pas conveze, on obtient une correspondance avec la longueur de
l’enveloppe convexe de la forme.

Propriété 25 u(Ax) est invariant par déplacement de F. O

En effet, la démonstration précédente est indépendante de l'origine. La forme F
peut subir un déplacement, les longueurs de ses projections resteront identiques.

5.2.3 Cas de deux segments

A titre heuristique, nous allons établir, avec nos ”outils”, un cas particulier du
théoreme de Crofton dont I'énoncé, ”tres X I X ™ siecle” [2], est le suivant :

Soient deuz domaines convexes D1 et Do du plan. L’unique mesure invariante par
déplacement de [’ensemble des droites séparant Dy et Dy est la longueur de la courroie
croisée la plus courte entourant Dy et Do diminuée du périmétre de Dy et Dy (Fig.

) ¢

F1Gc. 5.4 — Deux formes convexes et ”la courroie croisée” de Crofton.

Notons A4, ) c,p] I'ensemble des droites qui coupent & la fois deux segments dis-
joints : [A, B] et [C, D] (Fig. 5.5). Cet ensemble est représenté dans le plan de Hough
par deux compacts dont les frontiéres sont des morceaux d’arcs des quatre sinusoides
associées aux points A, B,C et D (Fig. 5.2).

Remarque : Apa p)c,p] peut aussi s’exprimer de manicre alternative en tant qu’en-
semble des droites qui séparent les points {A, D} d’une part et {B,C} de lautre (ou
{A,C} et {B, D} suivant l'orientation du segment [CD]).
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Théoreéme 1 Soit dap,dac,dpc et dpp les distances entre les points (A, B,C, D) ;
on a la relation suivante :

1(Aa,B)jc,p) = dap +dpc — dac — dpp (5.6)

|

C’est un résultat classique en géométrie intégrale, qui peut étre interprété également
de la fagon suivante, selon les termes mémes de Crofton : la mesure des droites est égale
a la longueur d’une courroie passant par les points ABC' D moins la longueur de la méme
courroie croisée (Fig. 5.5).

B C B C B C
\ i %5 k i \
/ D D D
A A A
(a) (b) ()

Fic. 5.5 — (a) Deux segments [AB] et [CD] (b) ”courroie croisée” (dac+dpp) (c)
"courroie simple” (dap+dpc).

Preuve Appelons I le point d’intersection des droites (AD) et (BC). Notons Aapr
et Acorp Pensemble des droites qui coupent respectivement les triangles ABI et CID.

Soit D une droite qui appartient & Aapr et Acrp. Elle coupe deux cotés de chaque
triangle. Or, les points A, I,C d’une part et B, I, D d’autre part, sont alignés. Il est
donc impossible de couper a la fois les segments [BI] et [DI], ou [CI] et [[A]. D coupe
donc nécessairement [AB] et [CD].

Aupr[Acip C A pjo,p) (5.7)

Or l'inclusion inverse :

Araplcp C Aapr()Acip (5.8)

est évidente. On a donc finalement :

Apa,B1jc,0] = AABI (5.9)
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D’autre part, toute droite A pcp coupant le polygone ABCD coupe le triangle
ABI ou le triangle CID, et vice versa. Soit, en termes ensemblistes :

Aapcep = Aapr|JAcip

En appliquant ’additivité de la mesure,

n(Aapr|JAcip) = u(Acrp) + p(Aapr) — p(Aapr(Acip)

1(Ara,B,ic,0) = dip +dcr +dpc + dap + dpr +dra — p(Aapep)
1(Ara,B,ic,0) = dip +dcr +dpc +dap +dpr +dra —dap —dpc — dep — dpa
1(Ara,B)c,p) = dip +dra+der +dpr —dpe — dpa

1(Ara,B)c,p) = dap +dpc — dac —dpp

|

Quel est le rapport avec Crofton ? Dans notre cas, les formes sont réduites & deux
segments Dy = [BC] et Dy = [AD]. Les droites qui coupent les segments [AB] et
[CD] sont celles qui séparent D; et Dy. La longueur de la ”courroie croisée” est alors
dac +dep +dpp + dpa et les périmetres des formes : 2d4¢ et 2dpp.

Ainsi on retrouve la méme mesure :

p=dap +dpc +dpp +dpa —2dac — 2dpp (5.10)
i=dap+dpc—dpp —dpa (5.11)

5.3 Transformée Polaire

5.3.1 Transformée Polaire d’une forme

La Transformée Polaire permet d’associer, & une droite d’équation ax + by = 1, le
pole de coordonnées (a,b). De la méme fagon que pour la T.H., il est possible de définir
la T.P. d’une forme convexe.

Définition 11 La transformée polaire d’une forme conveze F est l’ensemble T.P.(Ax)
des poles associés a chacune des droites coupant F.
O

Cependant, Paire de T.P.(Ax) ne présente pas, a priori, les propriétés intéressantes
de type P.A. (périmetre aire) que nous avons détaillées pour la T.H. Ceci pour deux
raisons :

— Cette aire peut étre infinie si des droites coupant la forme passent par ’origine.

— Cette aire est invariante par rotation mais pas par translation (Fig. 5.6).

Nous allons voir qu’a condition de ”compenser” la mesure ordinaire du plan (mesure
de Lebesgue) par une fonction de pondération en #, on obtient un invariant pour le
groupe des déplacement.
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TN 2 ey

T.P.(Ap
T.P.(AF) \

F1G. 5.6 — Soit F la figure constituée par 'union de deux segments. La transformée
Polaire notée T'P(F) est ’ensemble des poles des droites qui coupent F. C’est un
quadrilatere qui diminue en taille lorsqu’on éloigne F de 'origine.

5.3.2 Cas particulier de deux segments infinitésimaux
5.3.2.1 Aire de la transformée associée a deux segments infinitésimaux

Nous arrivons ici & 'un des résultats principaux de ce mémoire. Reprenons le cas
simple ol '’ensemble des droites Aipy pip2,p2| considérées coupent deux segments
[Dy, D!] et [Dy, D5]. On note V; et Va des vecteurs unitaires associés a ces segments
(Fig 5.7).

Si aucune droite de Arpy pi)p2,p2] ne passe par l'origine, il est aisé de montrer
que I’ensemble des poles associés forme un quadrilatére dont les sommets sont définis
par les droites (D1, D3), (D1, D)), (D}, D3), (D}, D5). Il est évident que Paire de ce
quadrilateére dépend de la position des segments par rapport a l'origine (Fig. 5.6) (plus
ils s’éloignent de l'origine, plus T'P.(A(p1,p1/)[p2,p21]) est petit et proche de I'origine).

Théoréme 2 Awvec les notations précédentes, et en posant Vi(aq,b1), Va(asz,b2), Di(z1,y1)

et Dy(z2,y2). Si [D1, D] et [Da, D] sont deux segments de longueurs infinitésimales
ds1 et dsa, alors l'aire dA de T.P.(Aip1,p1p2,p2) est donnée par la relation :

s e
A4 — ds, ds, 1 Y2 1 2 Y1 2

3
det [ 1 T2 ]
Yy Y2

(5.12)
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ou encore sous la forme équivalente suivante :

det [ITD;, ‘7{] det [ITD;, 72}
3

dA = d81 dSQ (5.13)

Yy
Dy
Dy / V5
O T

Fic. 5.7 — Segments [Dy, D!] et [Da,Dj] coupés par une droite en les points I; =
D+ Vi et Iy = Do + paVs.

Preuve Soit une droite qui coupe le segment [D1, D] en Iy (z1 4+ p1a1,y1 + p1by) avec
w1 € [0,1], et le segment [Do, Db] en Is(zo + poasg, y2 + pabe) avec ug € [0, 1].

Elle appartient donc & I'ensemble Ap | D/][D»,D}] CAr elle coupe les deux segments. Son
équation est donnée par la condition classique d’alignement :

T1 + pia1 T2+ poas T
det | y1 +mbr y2+p2by y | =0 (5.14)
1 1 1

T1 + prar xo + [oas

En posant § = det
P y1 +pibr Y2 + pabo

, OU encore :

0 = z1y2 — xoy1 + pi(ary2 — asyr) + pa(z1be — asyr) + pipa(aiby —azby)  (5.15)

5.14 devient :

[(y1 + p1b1) — (y2 + p2be)] = + % [(z2 + p2a2) — (21 + prar)]y =1 (5.16)

v ~ v
~" ~"

a b

(o] =
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Le point (a, b) obtenu ainsi & partir de ’équation az +by = 1 est le pole de la droite.
Lorsque p et pg décrivent I'intervalle [0, 1], le pole décrit la surface T P.(A[p1, p11p2,p21)-
L’aire de cette surface est donnée par le jacobien de la relation ci-dessous qui exprime
que (a,b) est obtenue par une transformation projective a partir de p1, .

a by —bs Y1 — Y2 H1
= —al a9 Tro — I U2 (517)
t a1ye — T2b1  T1b2 —y1ra2 T1Y2 — T2Y1 1

Remarque : les termes du second ordre ji1po ont été ignorés dans le développement
de 0 car nous allons nous placer d’un point de vue infinitésimal dans la suite.

Cette relation entre (a,b) et (u1,pu2) peut étre dérivée (Voir Annexe C). Ainsi, le
jacobien

Da 0b
J = det [ Oy o ] (5.18)
Oz Az
de cette transformation projective devient
by —be Y1 — Y2
det —a a2 T2 — I
a1ys — w2by  z1bos —yras  T1Y2 — T2U1
J (p1,p2) = (5.19)

((a1y2 — z2b1) p1 + (z1b2 — y1a2) po + T1y2 — T2y1)?

dA est obtenu en prenant la valeur en (u1,p2) = (0,0) de ce jacobien.

dA = ds, ds; J(0,0)

b1 —b2 Y — Y2
det | —a1 a2 T2 — I
0 $1b2 — Yy1a9 + 209 — b2$2 0
dA = ds) dss e TR
(z1y2 — T291)
ce qui donne immédiatement la relation 5.12. O
Remarque :

1. La transformée polaire est en quelque sorte tangente a la transformée projective.

2. Ce résultat n’est pas complétement original. Il est mentionné dans [48] page 32
mais avec une approche trés différente.

5.3.2.2 Fonction de poids

Nous allons écrire la relation 5.13 sous une forme légérement différente, permettant
ainsi de mettre en évidence les termes dépendant de 1'origine.
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det [ODl,ODg] est égal a deux fois l'aire du triangle O D D5 soit, en notant p la
distance de la droite (D;D3) & Porigine (Fig. 5.8) :

1. [0D70D)) = |01 (520

En posant a; = (D1 Do, 71) et ag = (D1 D>, ?2), on obtient les relations suivantes :

det [ZTD;,Vl] = ‘ZTD;H sin o (5.21)
det [D1 D3, 1] = HlTD;H sin v (5.22)

Ainsi, I'aire dA de I'ensemble des poles de la forme infinitésimale est donnée par la
relation :

dA H sin ay sin aigdsydss (5.23)

"o

P
"'~..z._U2 U1

B2 D2 D,

)

F1a. 5.8 — Laire du triangle OD; D5 est égale & 1p || Dy Ds.

Tous les termes sont indépendants de I'origine sauf %. L’aire dA varie en fonction
de la position des segments dans le plan.

Pour obtenir une valeur qui ne soit plus dépendante de l'origine, la relation 5.23
doit étre multipliée par p®. Or la distance  du poéle & Porigine est égale & I'inverse de

la distance p entre l'origine et la droite.

Ainsi l'aire dA est pondérée par la fonction de poids p(r) = rig

dA, = o(r) L sin oy sin aadsidss (5.24)
’ p3|| D1 D>

dA, = 1 sin arq sin apdsids 5.25
0 D.D, 1 2051082 ( )
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Remarque : Cette fonction de pondération a été découverte par Stoka [48] et est
explicitée par Santalo [}5] page 161, sous la forme d’une mesure "invariante a gauche”
dans le groupe des similitudes (qui est "le groupe plus large” ). Insistons sur le fait que
notre approche est tres différente.

5.3.3 Obtention d’une mesure
5.3.3.1 Extension & une courbe convexe

Le fait d’avoir comme "brique de base” le quadrilatere associé (par la T.P.) a
I’ensemble des droites qui coupent les deux segments disjoints est essentiel. En ef-
fet, considérons maintenant I’ensemble des droites coupant un polygone P convexe, de
sommets P;. Leurs poles forment un ensemble de quadrilateres élémentaires A; i)
associés chacun a deux segments de P : [P;, Py1] et [P}, Pj;1]. Pour chaque quadrilatere,
les quatre sommets représentent les droites joignant les points (P;, P;), (P, Pj+1), (Pit1, Pj+1)
et (f)iJrlv P, J )

(PiPj+1) (Pi.P))

(Pis1.Py)

(Pi+1,Pj1)

F1a. 5.9 — La "brique de base” A; ;;.;) @ le quadrilatere de poles associés a deux
segments du polygone P.

La forme étant convexe, les quadrilateres A; ;) sont disjoints (une droite ne peut
couper que deux segments), ou plus précisément disjoints & un ensemble négligeable de
mesure nulle pres, celui des droites passant par les points P;).

On peut étendre cette propriété & des formes convexes suffisamment ”lisses”, c’est-
a-dire pour lesquelles il y a un sens a parler d’abscisse curviligne. On obtient alors un
ensemble de quadrilateres dont ’aire totale peut étre calculée par la relation :

A= / / d,uld,uQ—/ / sin ay sin aigdsydss (5.26)
rrlan P \|D192H

Donnons trois exemples d’ensembles de polygones obtenus & partir d’une forme
convexe polygonalisée.

La figure 5.10 est la plus simple : & tout point-pole situé dans le rectangle grisé
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|
|
|
|
|
|
|
|
1/d \Ua :
a

F1G. 5.10 — Ensemble des polaires associées aux poles contenus dans le rectangle grisé.
Ici on a lillustration de la conversion d’une incertitude ponctuelle (a = ag + Aa,b =
by = Ab) en une incertitude directionnelle.

(a <z < betc<y < d) correspond sa droite polaire coupant Oz et Oy en une
abscisse z telle que % <z < é et une ordonnée y telle que % <y< %

La figure 5.11 montre un triangle (ABC') et sa transformée polaire en forme de ”sablier”.
Les trois zones colorées correspondent aux transformées polaires des trois sous-ensembles
de droites coupant le triangle.
— La zone la plus sombre (non bornée) correspond aux droites qui coupent (AC') et
(AB).
— La zone la plus claire correspond aux droites qui coupent (AB) et (CB). Elle est
bornée car aucune droite ne passe par l'origine.
— La zone de couleur intermédiaire (non bornée) correspond aux droites qui coupent

(AC) et (CB).

La figure 5.12 illustre la transformée polaire d’un polygone (inscrit dans un ellipse)
formé de 20 segments. Chaque quadrilatére est ’ensemble des poles des droites coupant
deux segments. L’enveloppe, naturellement, est un polygone inscrit dans une hyperbole.

5.3.3.2 Définition de la mesure

Définition 12 L’intégrale de la fonction caractéristique de T.P.(A), pondérée par la

fonction (r) = r% et associée a ’ensemble des droites coupant la forme convexe F est
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F1G. 5.11 — Ensemble de polygones obtenu par 7T.P. d’un triangle : on distingue trois
familles de droites selon les cotés du triangle coupés.

Fi1G. 5.12 — Ensemble de polygones obtenu par 7.P. d’une ellipse polygonalisée.

une mesure, notée Lz, de l’ensemble des droites A :

1
pa(A) =/ / o(r)dp1dps =/ / = Sinaj sinay dsidsy (5.27)
T.P{AF) FxF HD1D2H

|
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5.3.4 Propriété de la mesure .
5.3.4.1 Invariant par déplacement

Propriété 26 La mesure g est indépendante des déplacements de la forme associée. O

Preuve La mesure a été construite pour qu’il en soit ainsi, la fonction de poids com-
pensant les variations d’aire. O

5.3.4.2 Propriété P.A.

Propriété 27 La mesure ps de 'ensemble des droites intersectant la forme convere F
est égale au périmeétre F. Ainsi, la T.P. présente la propriété P.A. O

Preuve On applique la formule 5.27 & une forme F convexe fermée.

SNE

Or sigffﬁl = ﬁz (Fig. 5.13) (formule classique de la géométrie du triangle). Donc :

1n,61 sin Bodsidso (5.28)

”\h

(F) =
f [ 4 sinf; sin By Dl smﬁ (5.29)
51=031=0
L(F) =
I = f f Sin,Bld,BldSl (5.30)
51=0 81=0
L(F)
I'=2 [ ds; =2L(F) (5.31)
s1=0
L(F) =
p(AF)=1I= [ [ IsinpisinBedsads) = 2L(F) (5.32)
51=031=0

Cette égalité est une relation classique en géométrie intégrale.

5.4 Transformée en cercle

5.4.1 Transformée en Cercles d’une forme

La transformée en cercles permet également d’associer & une droite de coordonnées
(p,0) deux points notés J et J_, éventuellement confondus, I'information étant redon-
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Fia. 5.13 — Relation entre dso,dfS1, D et Bs.

dante entre l'intérieur du cercle C Ve L et I’extérieur.
Nous avons vu que ces points ont pour coordonnées polaires : (p + /p? — ¢, 6).

Définition 13 La Transformée en Cercles T.C..(F) d’une forme convexe F est l’en-
semble des points de coordonnées polaire (p + \/p? — ¢, 0) associés auz droites (p,0)
coupant F.

O

5.4.2 Fonction de poids et mesure

La T.C. d'un polygone P = {P;} convexe est un ensemble de quadrilatéres curvi-
lignes. En effet, chaque point P; est associé & un cercle et non une droite. On obtient,
pour chaque association deux & deux des segments du polygone, deux zones délimitées
par quatre arcs de cercles (On pourra retenir que la zone est a U'intérieur de C \/E)

On montre de maniére analogue & ce qui a été fait précédemment pour la fonction
de poids ¢(r) = %3 que l'aire de la transformée pondérée par la fonction de poids

o(r) = ’"2750 est également une mesure de I'ensemble des droites A. De plus, on retrouve

la propriété P.A. :

p(r)dprdps = 2L(F) (5.33)
T.C.o(AF)
5.4.3 Exemples

Les figures 5.15 et 5.16 illustrent respectivement la T.C._; d’un triangle et d’une
ellipse vectorisée. Seule la partie intérieure au cercle unité est représentée.

!cercle centré & I’origine et de rayon +/c
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(Pi.Pj+1)

Pi

(Pi.Pj)

(Pi+1,Pj+1)

(Pir1.Pj)

F1a. 5.14 — Une droite A coupe un polygone convexe selon deux segments [P;, Pj11]
et [Pj, Pj41]. L’ensemble des points correspondants par une 7.C. constitue I'intérieur
d’un quadrilatere curviligne (bords en arcs de cercle).

cercle unité

Fic. 5.15 — T.C_ d’un triangle : les arcs de cercles représentés font partie des cercles
de centres respectifs A,B,C coupant le cercle unité selon un diametre du cercle unité.



98

Mesure et géométrie intégrale

Fi1c. 5.16 — T.C'_1 d’une ellipse polygonalisée.
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5.5 Cas des courbes non convexes

Les résultats obtenus précédemment peuvent étre étendus aux formes non convexes.
Il faut cependant tenir compte du nombre d’intersections de la droite A avec la forme
F :n(A,F). La relation 5.27 devient

1 ) )
o (A) :/ / o(p)dprdus :/ / T Sin a1 sinaadsdsz (5.34)
T.P.(AF) FXF HDIDZH

Remarque : La deuxiéme intégrale n’est pas modifiée.

Les figures 5.17 et 5.18 montrent un carré digitalisé dont les cotés suivent la trame
des pixels et une de ses transformées en cercles. C’est une forme convexe, le nombre
d’intersections n(A, F) est toujours égal a deux.

Si ce carré pivote légerement (Fig. 5.19), il n’est plus aligné avec la trame et les seg-
ments deviennent des "marches d’escalier”, le périmetre augmente sensiblement. La
forme n’est plus convexe, et comme le montre la figure 5.20, les droites qui sont proches
des cotés coupent de nombreuses fois la forme. Il apparait quatre maxima correspon-
dant au ”bruit de pixellisation”.

Enfin, le méme résultat est donné pour une forme plus complexe ( Fig. 5.21 et 5.22) ou
la non convexité n’est pas seulement due & la digitalisation. Il apparait alors apres la
transformée en cercle de larges zones ou le nombre d’intersections est élevé.

FiG. 5.17 — Carré digitalisé dontles cotés suivent la trame des pixels.
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0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.z

0.

1}

Fi1G. 5.18 — T.C._; du carré. Le cercle représenté est le cercle unité.

Fia. 5.19 — Carré digitalisé dont les cOtés ne suivent pas la trame des pixels.

35
30
25
20
15

10

5

1

Fic. 5.20 - T.C._; de la forme précédente. Le cercle représenté est le cercle unité.



Cas des courbes non convexes 101

Fic. 5.21 — Forme non convexe.

Fic. 5.22 - T.C._; de la forme précédente. Le cercle unité est en trait plein.
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5.6 D’autres invariants

Stoka [48] a mis en évidence un certain nombre d’invariants pour des espaces divers.
Citons-en quelques-uns :

1. L’ensemble Q5 des cercles 22 + y? — 2azx — 2by + ¢ = 0 avec la paramétrisation
(a,b,c) a pour mesure invariante :

da db dc

1
—(c EpOREIP = ﬁda db dc

2. L’ensemble des coniques du plan muni de la paramétrisation («, 3,7, 4, €) sui-
vante :
ax? 4+ 2Bzy + vyt + 2024+ 2ey +1=0

a pour mesure invariante :

da df dy do de
A2

avec A =

™ R
n 2 ™
—_ o o

3. L’ensemble des droites de I'espace définies par a,p,b, q et

a pour mesure invariante :

r=az+p
y=bz+gq

da db dp dq
(Cl2 +b2 + 1)2

Ce qui permet par exemple de démontrer que I’ensemble des droites qui coupent
un domaine plan convexe d’aire S est égale a 5.S.

5.7 Conclusion

La démarche suivie dans ce chapitre repose sur la recherche d’invariant, ici fourni
par le jacobien d’une transformation projective assurant une connection inattendue et
"belle” entre deux géométries. Le chapitre suivant va nous permettre d’établir un lien
avec une autre géométrie : la géométrie différentielle centro-affine.



Chapitre 6

Géométrie Différentielle Affine

La géométrie différentielle dite centro-affine définit des courbure, abscisse curviligne,
normale spécifiques, particulierement bien adaptées a I’étude de la Transformée Polaire
d’une courbe paramétrée quelconque.

103
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6.1 Introduction

La géométrie différentielle affine est le centre d’intérét de nombreuses recherches [9]
avec un renouveau important depuis une dizaine d’années [57]. Définie autour d’une
équation différentielle relativement simple, elle permet de regrouper les courbes par
classes d’équivalence ”affine”.

Ce chapitre rassemble avant tout des résultats que 'on peut trouver dans différents
ouvrages [40] [56] .

6.1.1 Equation différentielle affine
Considérons une courbe paramétrée plane (C) d’équations :
x = x(t)
6.1
{ y=y(t) (6-1)

Lemme : il existe deux fonctions p;(t), p2(t) telles que & la fois = et y soient
solutions de I'’équation différentielle linéaire & coefficients fonctionnels :

d*0 do
W -HDIa +p20 =0 (62)

Preuve Dire que x et y sont solutions de 6.2 revient a dire qu’elles sont solutions du
systéme suivant (ot 'on note par un accent la dérivation par rapport & la variable ).

x" +p11‘, + pox = 0
" ! _ (63)
y'+p1y +py =0

Ce qui, en considérant 6.3 comme un systéme linéaire, donne :

_ ay'—aly
P1 = —— 77

LA (6.4)
p2 = Yy —2'y

On aura noté que le dénominateur est le classique ”wronskien” des deux solutions,
non nul si et seulement si elles sont indépendantes ; nous excluons implicitement le cas
de droites passant par 'origine.

Ainsi, on peut attacher & une courbe plane paramétrée une équation différentielle
linéaire du second ordre (& coefficients en général non constants).

Réciproquement, une équation différentielle du type 6.2 dont on connait deux solu-
tions indépendantes x et y a toutes les fonctions suivantes pour solutions :

T =ax+ by
{ y=-cr+dy (6.5)

(déduites par transformation linéaire affine quelconque).
Et chacun de ces couples de solutions (%, %) détermine une courbe (C).
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L’équation 6.5 décrit une ”(centro)-affinité” dans laquelle la courbe (C') a pour

image la courbe (C).

Par suite, ’équation différentielle 6.2 est attachée & une courbe et & toutes ses trans-
formées affines. Etudier les propriétés des courbes attachées a I’équation différentielle
6.2, c’est étudier les propriétés de toutes les courbes associées d’un point de vue affine.

O

6.1.2 Courbure affine

Nous allons montrer qu'’il est possible d’effectuer dans (6.2) un changement de
parametre 7 — s de maniére & obtenir une équation différentielle sans terme du
premier ordre, c’est-a-dire de la forme suivante :

d%0

Or d’une maniere générale, un changement de parametre ¢ — 7 = 7(¢) dans (6.2)
transforme cette équation différentielle en :

d?0 do

— +P1— +p0 =0 6.7
dr? +p1d7+p2 (6.7)
avec
p1=T1p1 — e
T 6.8
fnorp (69

Tout revient a établir que la condition p7 = 0 peut étre réalisée.
En effet, cette condition est équivalente, d’apres 6.8, & :

7_//

d’ou

7' = aexp(Pi(t)) (6.10)

(en notant P;(¢) une primitive de pi(t) et a une constante quelconque); soit, par
une intégration supplémentaire,

T=aQ(t)+b (6.11)

ou Q1 (t) est une primitive de exp(P;(t)) et b une constante quelconque. C’est cette
fonction 7 que 'on prend comme parametre s.
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Les deux degrés de liberté fournis par a et b dans 6.11 signifient qu’il y a une
infinité de paramétrisations ”s” et que deux telles paramétrisations s1 = a1Q1(t) + by
et s9 = a2Q1(t) + bo sont images affines 'une de 1'autre :

s1 =ass+ (6.12)

La forme 6.6 sera appelée ”forme canonique” ; elle est, d’apres 6.12, invariante par
tout changement affine de parametre. C’est elle que nous allons prendre dans la suite
en remplacement de 6.2.

On dit que s est 'abscisse curviligne affine et que 1/k est la courbure affine .

6.1.3 Liaison avec les caractéristiques classiques des courbes

Puisque p; = 0 dorénavant, les formules 6.4 donnent :

xy — 2"y =0 (6.13)

Par suite, en intégrant 6.13 :

zy — 2’y = C (constante) (6.14)

Lorsqu’on reporte 6.13 dans I'expression de po figurant dans 6.4, on obtient :

2y — 2"y = kC (6.15)
ot k = k(s) est définie par 6.6.

Ces formules (12) et (13) ont différentes conséquences. D’abord, d’apres la formule
classique donnant 'aire A balayée par le rayon vecteur OM (M décrivant la courbe
paramétrée par s), on a :

1 S=So 1 S=So
A= 5/ (2 — 2'y)dt = {503 + D} (D : autre constante) (6.16)
§=81

§=51

On retiendra, au travers de la formule A = %C’s + D, que laire balayée et I'arc
affine sont liés de facon affine. Ensuite, le rayon de courbure p de la courbe (C') est
donné par :

1 2" — 2"y kC
R LA (6.17)
P (:E'2 +y/2)3/2 (:E'2 +y/2)3/2

Par ailleurs, la distance p de lorigine & la tangente a la courbe au point (z,y) (qui

fournit ce que ’on appelle la fonction support) est donnée par :

'y — xy' C
p= @2+ y2) 12 (22 1 y2)1/2 (6.18)

Des formules 6.17 et 6.18, on déduit que :
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_ ¢ 6.19
o’ = (6.19)

L’expression pp® a donc un caractére affine. Les courbes pour lesquelles k = cste # 0
sont des coniques; plus précisément, ce sont exactement toutes les coniques & centre
(ellipses et hyerboles) centrées en 0.

En effet, distinguons les deux cas :

— k>0 : posons k = ¢%. L’équation 6.6 admet deux solutions particulieres :

x = cos(ct) et y = sin(ct) ; la courbe correspondante est le cercle unité et donc
ses images par une application linéaire, a savoir les ellipses de centre 0.

— k <0 :posons k = —c?. L’équation 6.6 admet les solutions particulieres : = e
et y = e~ autrement dit '’hyperbole (équilatére) zy = 1, et donc toutes ses
images par application linéaire, c’est-a-dire toutes les hyperboles de centre 0. Il
convient de remarquer que, du fait de la relation 6.19, la propriété d’une courbe
d’étre une conique & centre équivaut & pp® = const(# 0).

6.1.4 Liaison avec la Transformée Polaire

Soit M (x,y) le point courant d’une courbe (C') qui satisfait & ’équation réduite 6.6.
La tangente au point M & la courbe (C) a pour équation :

(Y —y) =y'(X — =) (6.20)

(les dérivées marquées par des apostrophes sont & considérer par rapport a la va-
riable s).

Cette droite a un poéle de coordonnées :

! / /! /
—y —y x x
¢ 'y — xy’ c " oy —xy  C ( )

La courbe décrite par (£,7n) est la Transformée Polaire (C) de (C).

Théoreme 3 Les rayons de courbure affines k de (C) et x de (C) sont inverses 'un
de l'autre :

kx =1
O
Preuve D’aprés (6.6), les dérivées premiere et seconde de £ sont :
"
- k
g="24 - (6.22)
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ky' |y ¢
"= 2 +KZ = —kE+ K> 6.23
=L KL= k4w (623
Autrement dit, £ satisfait a ’équation différentielle :
&y
<E> +&=0 (6.24)

Un raisonnement identique montre que 7 vérifie la méme équation différentielle. En
effectuant le changement de variable

o=ks (6.25)

I’équation 6.24 devient :

2+ -£=0 (6.26)

La comparaison de 6.26 et de 6.6 fournit le résultat recherché.

Remarques :

1. On retrouve le fait, établi antérieurement (4.2.0.1), que les coniques (cas ou
k = const.) se transforment en coniques (x = const.) par Transformée Polaire.

2. On retrouve aussi le cas limite olt une droite (rayon de courbure infini) a pour
image par Transformée Polaire un point (rayon de courbure nul).

Exemple d’application du théoreme :
Soit, (C') la courbe paramétrée :

T = cost + 0.25 cos 2t
y =sint 4 0.25sin 2¢

qui est une courbe fermée (en rouge sur la figure 6.1) présentant un méplat en B.

Son image (C’) par T.P. est la courbe bleue d’équations paramétriques :

(8 cost + 4 cos 2t)
D

(8sint + 4sin 2t)
D

y:

avec D = 3(3 + 2cost).



Introduction 109

Sur la figure sont représentés deux points en correspondance A(—0.25,1) et A'(—4/9,8/9)
de courbures affines respectives 1,1 et 0,9 (valeurs approchées).
Les courbures affines en B et B’ sont respectivement +o0o et 0.

Le résultat du théoréeme permet d’échanger un ”phénomene a variation rapide” avec
un ”"phénomeéne 4 variation lente”.

Fia. 6.1 —

6.1.5 Coniques osculatrices et normale affine

Considérons un repére tel que le point de référence de (C) soit M(z = 0,y = 1)
et que le vecteur tangent en ce point soit (2’ = 1,4/ = 0). Avec ces valeurs initiales,
nous pouvons déduire, en utilisant 6.6 de proche en proche, les valeurs suivantes pour
les dérivées de = et de y au point considéré :

z=0,4'=1,2"=0, 2" =—k, 2" =2k, ... (6.27)

y =1, y/ =0, y// = —k, y/// _ —k’, y//// — k2 k", (6.28)
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Nous avons donc, au voisinage du point M, le développement :

—p _kp3 _ k34
{x—h RS — Ept 4 (6.29)

_ k12 k13 | k2-k';4
y_l—gh —gh —i—Th + ...

Il résulte de ces formules que la parabole osculatrice & (C') en M a pour équation
cartésienne (Fig 6.2) :
k o

y=1——x

> (6.30)

Par comparaison avec la formule 22 = 2py ol p est le paramétre de la parabole

(distance foyer-directrice), on a :

1
k=~ 6.31
p (6.31)

La courbure affine est 'inverse du parametre de la parabole osculatrice.
Terminons en déterminant les coniques d’équation :

az® + 2bxy + cy® + 2dz +2ey + f =0 (6.32)

qui ont au point M un contact d’ordre 4 avec la courbe (C) afin de dégager la notion
de normale affine.

En substituant & = et y les expressions 6.29, et en se limitant & 'ordre 3, on a :

! !
mﬂ+2mh—ﬁh%(y—5h%+cu—ﬁh?—ﬁh%2+mah—ﬁh%+2d1—ﬁh?—ﬁh%+f::0
6 2 2 6 6 2 6

Ecrivons la nullité des coefficients
~deh®:c+2e+ f=0dou f=—c—2e.
~deh!':b+d=0doud=—b
~deh?:a—ck—ek=0doia=(c+e)k.
— de h? : 4bk + ck' + dk + ek’ = 0

d’ott (¢ + e)k' = —3bk soit b= —£ (c +e)

D’apres ce qui précede, 'ensemble solution (coniques ayant un contact d’ordre 4) peut
se mettre sous la forme :

/ !

(¢ + e)kz? — 2§—k(c+e)xy+cy2 +2§—k(c+e)m +2(ct+e)y—2cy —2(c+e)+c=0

que l'on peut réécrire en posant :

(6.33)

sous la forme du faisceau de coniques :
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2K 2K

L’ensemble des centres de ces coniques constitue ce que I'on appelle la normale affine
a la courbe au point M. Un calcul simple montre qu’elle a pour équation :

3kx =K'(y—1) (6.35)

normale centro-affine

(x'=1,y'=0)

\4

Fia. 6.2 — Exemple de parabole osculatrice et de normale affine.

6.2 Vers une approche plus synthétique

On peut donner une présentation plus compacte des calculs précédents amenant a
la notion d’abscisse curviligne affine en considérant une équation différentielle linéaire
vectorielle du second ordre, sans second membre :

P,Q € R?>*? (6.36)
Y € R? (6.37)
Y"4+PY'+QY =0 (6.38)

Remarque : Le systéme 6.3 se met sous la forme 6.38 avec P = p11I et Q = pal ou
I est la matrice identité d’ordre 2.

Effectuons le double changement de variable :

{ Y =SX

X = X(¢) (6.39)
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ou S est une matrice 2 x 2.
Convenons de noter d% (resp. %) par un point (resp. par un signe prime).

On obtient alors :
Y = §'X+SXx¢ (6.40)
V" = §"X 4+28'X¢ +SXe? + SX¢" (6.41)
En reportant dans 6.38 :

S"X +28'X¢ + SXE? + SX¢" + P(S'X + SX¢')+QSX =0 (6.42)
(29X + (268" + PS4+ £"9)X + (8" + PS'+QS)X =0 (6.43)

Pour le cas particulier qui nous intéresse, c’est-a-dire lorsque la matrice S est
constante, S’ = S§” =0, 6.43 devient :

Y + (€'P+E"T)Y +QY =0 (6.44)
Le coefficient de Y peut étre annulé si et seulement si P = p(z)I avec :

i— — p(a) (6.45)

Soit par deux intégrations successives :
¢ = / Ae P@dr + B (6.46)

ou P(z) est une primitive de p(z). Cette derniére relation est bien de la forme
As+ B (voir 6.12).

6.3 Les paraboles : géodésiques d’une métrique

Définissons de maniére préliminaire un terme que nous aurons & réemployer dans la
suite : nous appellerons ”élément de contact” plan la donnée d’un point et d’une droite
passant par ce point, ce que ’on peut considérer comme équivalent & la donnée d’'un
couple (A, AM), ou A et M sont des points distincts du plan.

Etant donné un triangle ABC, il existe une unique parabole ayant comme éléments
de contact (A, AB) et (C,CB), c’est-a-dire tangente en A & AB et en C' & BC.

Plus précisément, la théorie des courbes de Bézier (d’ordre 2) permet & la fois de
montrer 'existence et I'unicité de cet arc de parabole en en produisant une construc-
tion par l'algorithme de De Casteljau. Celui-ci consiste, pour une valeur donnée de t
(avec 0 <t < 1), & définir successivement (Fig. 6.3) :
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— D barycentre de A (poids (1-t)) et de B (poids t),
— E barycentre de B (poids (1-t)) et de C (poids t)
— M barycentre de D (poids (1-t)) et de E (poids t).

La parabole recherchée est I’ensemble des points M lorsque t décrit [0,1] (on peut,
bien str, prolonger cet arc, en ne se restreignant pas a ces valeurs).

aire(ADM;) __ 3
aire(ABC) — 7 °
C’est-a-dire que le rapport entre l'aire hachurée (aire du triangle ADM) et laire du
triangle de référence ABC' croit en "puissance cube” lorsque M se déplace sur la courbe

(Fig. 6.3). O

Théoréme 4

A (0,1)

C (1,0

N =
©1-9D

B (0,0)

F1G. 6.3 — Parabole définie par les deux éléments de contacts (A, AB) et (C,BC) :
Construction de De Casteljau.

Preuve Le concept d’aire est une notion métrique mais celui de quotient d’aires est
une notion affine (c’est-a-dire invariante par toute transformation affine). On peut donc
prendre le repere affine naturel constitué par :

— Dorigine B,

— BC pour vecteur unitaire de ’axe des abscisses,

~ BA pour vecteur unitaire de 1’axe des ordonnées avec A(0,1),

et considérer qu’une certaine transformation affine a amené ce repere a étre ortho-

normé. Les points D et M ont, dans ce repére, les coordonnées respectives (1 —¢,t) et
(1 —1)% ).
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L’aire du triangle ABC' est clairement 1/2.
Nous calculerons 'aire du triangle ADM avec la formule classique :

1 TA TD Ty 1 0 0 12 1
aire(ADM;) = 3 det | ya yp ym | = 3 det | 1 1—t (1—-t)?2 | = §t3
1 1 1 1 1 1

Ce qui acheve la démonstration.
O

Remarque : on aurait pu mener un calcul trés semblable avec des coordonnées ba-
rycentriques.
Ce théoreme va permettre de construire une distance adaptée a notre étude.

D’abord, remarquons que, par raison de symétrie, on a la formule :

aire(M EC) 3
———=(1-1)
aire(ABC)
Par suite :
s|aire(ADM) Lo aire(MEC) )
aire(ABC) aire(ABC)
ou encore

{’/aire(Mg — M)+ {’/aire(Mt — M) = \Q‘/aire(Mo — M)
permet de définir une nouvelle métrique ayant la propriété suivante :

d(My, My) 4+ d(M;y, My) = d(My, M)

autrement dit fournissant PTEGALITE du triangle pour des points situés SUR la
parabole.

Remarque : On sait par ailleurs (démonstration qui remonte & Archiméde...) que
l’aire comprise entre tout arc de parabole My My et la corde correspondante est égale
aux % du triangle formé par la corde et les tangentes a la parabole auz points My et M.

On pourrait, dans ce qui précéde remplacer, ’aire des triangles par les aires comprises
entre arcs ou cordes.

11 est tentant de dire que cette distance a comme géodésiques des (arcs de) paraboles.
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En effet, on a ici un parallele avec le modele de Poincaré de la géométrie hyperbolique,
ou les géodésiques sont des arcs de cercles orthogonaux au cercle unité.

Dans les deux cas, il faut travailler dans un plan euclidien ”"réinterprété” (faute de quoi
les géodésiques resteraient des segments de droites).

Cette réinterprétation, dans notre cas, consiste a parler des paraboles en tant que
géodésiques dans 'espace des "éléments de contact” (introduit tout au début). Cest
un espace typique de la géométrie différentielle.

Nous venons ainsi de mettre en place d’'une fagon différente la géométrie plane ” différentielle
affine” (& ne pas confondre avec la géométrie affine ”tout court”). Sous cette forme, elle
commence a avoir des applications en imagerie [1].

6.4 Conclusion

Toutes les notions que nous venons de dégager pour les courbes planes ont leur
équivalent pour les courbes dans IR". Il existe d’ailleurs une recherche active concernant
les surfaces et hypersurfaces en géométrie différentielle affine, avec ’étude d’équations
telles que celle de Korteweg De Vries [49]. Celle-ci se fait dans le cadre notamment de
structures finsleriennes.
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Conclusion

Ce travail a été orienté vers la recherche de modeles pertinents permettant la so-
lution et/ou l'interprétation de questions anciennes ou d’autres plus actuelles en ima-
gerie.

En ce qui concerne ’espace des cercles, au dela d’une présentation générale qui
synthétise des notions éparses dans la littérature, nous avons proposé différentes réinterprétations
originales d’algorithmes géométriques.

Il s’agit d’abord des diagrammes des k-iemes plus proches voisins avec le cas parti-
culier de 'arbre associé au plus éloigné (Farthest Point Voronoi diagram) [26], ainsi
que du probleme de recherche du cercle circonscrit & un nuage de points de taille mini-
mum pour lequel deux algorithmes sont proposés. L’un qui reléve de la programmation
linéaire randomisée, l'autre d’une adaptation de la morphologie mathématique.

La Transformée de Hough a eu un role moteur dans la mise en place des Trans-
formées Polaire et en Cercles [3]. Nous avons montré que toutes ces transformées
s'interpretent dans le cadre de 1’espace des cercles. La partie originale concerne une
interprétation géométrique de la quantification de 1’ erreur d’alignement en termes
de moindres carrés grace a la notion de puissance et a la représentation pole/polaire. Ce
qui nous a amené a montrer ’échange entre un incertitude ponctuelle "elliptique”
en une incertitude tangentielle "hyperbolique” en général.

Les tres riches propriétés de la Transformée Polaire (” transformée par polaires réciproques”)
sont méconnues de la ”communauté image”. Nous avons établi son réle central, en quasi-
équivalence avec la transformée de Hough. En étroite analogie avec cette derniere, nous
avons mis en évidence une mesure invariante par translation en 1% (obtenue de
maniere tres différente par Stoka [48]) et il s’agit 14, & notre sens, d'un des résultats
les plus significatifs de ce mémoire, établissant une forte connection avec la géométrie

intégrale.

Enfin, le dernier chapitre a proposé un cadre, lui aussi méconnu, pour ’étude de la trans-
formée polaire, celui de la géométrie différentielle affine [53] (et les géométries ap-
parentées équi-affine, centro-affine... [33][29]). On dispose ainsi d’un outil qui, généralisé
a des espaces de dimension plus élevées, rejoint la géométrie différentielle, notamment
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dans le cadre d’espaces fibrés, de grassmanniennes...[57].

Avec ce travail théorique, nous avons atteint un certain objectif, & la fois en termes de
résultats nouveaux et d’interconnexions entre domaines différents . Nous avons
entrevu, sans les développer, des exploitations pratiques des idées présentées, notam-
ment dans le domaine de I'imagerie. Celles-ci ne manqueront pas, nous semble-t-il, de
faire 'objet de travaux futurs.



Annexe A

L’inversion

Définition 14 L’inversion Iy, k € IR*T, associe au point M de R le point M' du plan
définie par
, kM

P Y

O
L’inversion Ij, est une transformée point & point. La relation A.1 peut étre réécrite

sous la forme OM.OM = k avec les point O, M et M’ alignés (Fig. A.1). Ainsi, plus
un point est proche de lorigine O, plus son image par inversion sera éloignée de O.

y

Ml

Fi1Gg. A.1 — Illustration de 'inversion d’'un point

Propriété 28 Les points invariants par I, se situent sur le cercle Cy, de rayon r = k.
Les points M et I,(M) se situent de part et d’autre de Cy. O

On peut généraliser la définition précédente de la fagon suivante :

Définition 15 L’inversion généralisée If associe au point X de R le point X' du plan

. . I kX
p—y D
défini par X XIPre
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Annexe B

Transformations projectives

B.1 Définition

a 0 m A B
Soit la matrice P=| [ w n = ( o > avec det(P) # 0.
p g d

ol B est un vecteur colonne et C un vecteur ligne.

Définition 16 On appelle transformation projective associée a la matrice P ’applica-
tion suivante :

{ IRZ\AP — IR2 (B 1)
! _ AX+B _ (az+dy+m Brtwytn .

XX = CX+d (pz+qy+d ’ pz+qy+d)

ot Ap est la droite d’équation CX +d = pzr +qy+d = 0. O

Cette équation a toujours un sens sauf si le dénominateur est nul. C’est pourquoi
la droite Ap n’appartient pas a ’ensemble de définition.

Afin de justifier les écritures précédentes, il suffit (en pensant & ce qui a été fait
pour les cercles en 1.3.1) d’ajouter une coordonnée d’homogénéisation ¢. Les vecteurs
X(z,y,t) et X'(2',y',t') sont considérés comme équivalents s’ils sont définis & un fac-
teur pres, i.e. 8'il existe A tel que X = A X' :

T Ty
y | =| Y%
t 1

Les vecteurs tels que ¢ = 1 seront les représentants de leur classe d’équivalence.

Ainsi, si on applique la matrice P au vecteur ( 1 )

AX + B A B[ X
(CX+d>:(O d)(l) (B.2)
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AX +B L — -
Le vecteur c X:_— d ) est ainsi équivalent au vecteur < CX1+d , ce qui justifie
bien la relation B.1.
B.2 Exemple
2 01
Considérons la transformation projective associée a la matrice P=| 1 1 0
111

Les relations entre (z,y) et (z',y") sont donc d’apres B.1 les suivantes :

22 + 1
L VR (B.3)
r+y+1 r+y+1

Les transformations projectives permettent de réaliser des effets de perspective que
I'on peut mettre en évidence en appliquant P & un damier (Fig. B.2).

Les points tels que £ +y + 1 = 0 n’auront pas d’image, on dit qu’ils sont ”envoyés”
a linfini.
Les colonnes de la matrice P sont définies par les coordonnées des points de fuite ((2, 1)
et (0,1) pour notre exemple) et la position de 'observateur (0, 1), auxquelles on adjoint
une troisiéme coordonnée projective 1 puisque ce sont tous des points & distance finie.

Remarque : une transformation projective conserve l’alignement et les birapports, mais
non les angles et les distances. Le rapport entre les aires d’une case du damier et de
son image dépend largement de la position initiale de la case (plus on se rapproche des
points de fuites, plus les aires sont faibles). Cependant il existe une propriété concernant
les rapports d’aires décrite dans le théoréme de l'annezxe C.
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Fic. B.1 — Effet d’une transformation projective sur un damier.

X

X3
Xj

FiG. B.2 — Image d’un triangle par transformation projective.
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Annexe C

Le jacobien d’une transformation
projective

Nous donnons ici deux démonstrations de la propriété suivante :

csiz . . o . A B
Propriété 29 La transformation projective f, associée a la matrice P = < c d ),

telle que f(X) = E‘V)){(ﬁg, avec A matrice de taille (2 x 2), B et CT des vecteurs et d un
réel a pour jacobien :

a ! 8 !
det l g_zz, gg ] = _det[P] [P] - (C.1)
By oy (CX +d)

|

C.1 Premiere preuve

Le jacobien est le rapport des aires d’un triangle infinitésimal et de son triangle
image par la transformation.
Soient trois points (X1, X2, X3) et leurs images (X1, X5, X5) par la transformation pro-
jective f associée & la matrice P.

L’aire A’y du triangle formé par les points (X], X5, X3) a pour valeur :

1 X, X, X!
ro_ 1 1 2 3
A= g det ( 111 ) (C.2)
Les points X, étant les images par P des points X, on peut écrire
L AX1+B AXo+B AX3+B
o
=75 det ( CX11+d CX12+d C'Xf,-i-d > (03)

AX,+B AXy+B AX3+ B

P
AA_ZEdet(OX1+d CXy+d CX3+d> (©4)
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avec F = (CXy +d)(CXy +d)(CX3+d); soit :

A B X X X

ro_ 1 1 2 3

A B X X X
ro_ 1 1 2 3
A—2Edet<0 d)det( | 1 1 ) (C.6)

2.4
A A B
—iz%det<0 d) (C.7)

D’ou la relation C.1 quand on passe & des triangles infinitésimaux car alors £ ~
(CX +d)>.
C.2 Deuxiéme preuve

La dérivée de f est une matrice de taille (2 x 2) qui agit sur un ”vecteur d’accrois-
sement” H. On a les deux équations suivantes :

(CX +d)f(X)=AX + B (C.8)
(C(X +H)+d)f(X +H)] =AX + AH + B (C.9)
(C.10)
D’ou
CH f(X +H)+[CX +d] (f(X +H) - f(X)) = AH (C.11)

On prend H infiniment petit; f étant continue, on obtient alors :

CH f(X)+(CX +d) f'(X).H = AH (C.12)
CHEAE + (CX +d)f'(X).H = AH (C.13)

(CX +d)A — C(AX + B)
(CX +d)?

f(X) = (C.14)

On reconnait dans la derniére équation la dérivée classique d’'un quotient de fonc-
tions. Par calcul formel, on trouve :

(C.15)
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C.3 Remarques

1) La relation C.6 indique que Ap = 0 = A\ = 0, autrement dit que si trois points
(X1, X2, X3) sont alignés, alors leurs images (X7, X5, X}) par transformation projective
le sont aussi.

2) La relation équivalente & C.1 pour une transformation projective de l'espace
(avec A matrice 3 x 3) a pour second membre :

det(P)

(e (C.16)
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Annexe D

Trois mesures équivalentes :
linéique, surfacique et surfacique
compensée

Au travers de ce que I'on pourrait appeler une ”figure clé” (Fig. D.1), nous propo-
sons de mettre en évidence une équivalence remarquable entre trois mesures de natures
différentes.

Nous illustrons cette propriété sur un ensemble élémentaire de droites coupant un
triangle donné suivant deux cotés fixés, un des sommets étant ainsi séparé des deux
autres.

Soit (C1) le cercle de rayon R =1 centré & l'origine et (C) le cercle de rayon r = 3
centré en (0, —0.5). Ce dernier a pour image par transformée polaire la parabole (P)
d’équation :

,’L‘Z

-
y=7

Soient trois points Aj, As et Az appartenant & (C). On s’intéresse & la mesure A
des droites qui séparent le point Ay des points A; et As.

Les polaires TP(A;), TP(A2),TP(As) associées a ces trois points sont tangentes a
(P). Appelons { By, Bs, B3} leurs points d’intersection mutuels.

Convenons de définir également les points C1,Cy et C'5 comme intersection des
droites (A410),(A20) et (A30) avec (Cy).

Propriété 30 La mesure A peut étre exprimée sous les trois formes suivantes :

A = A1 Ay + Ay As — A As (D.1)
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1
A= / — avec T = interieur du triangle B1 By B3 (D.2)
Ea p
A = deuz fois l'agire du triangle C1CoCs (D.3)
O

Preuve Les deux premieres relations ont été vues au chapitre 5.

Il reste & démontrer D.3. L’équation D.1 peut aussi s’écrire :

A = 2rsinf; + 2rsinfz — 2rsin s (D.4

A =sinf; + sinf3 — sin (61 + 03) (D.5)
0, +0 0, —0 0.+ 0 0,+0

A = 2sin Lt 2 cos 22— — 25sin Lt 2 cos L0 (D.6)

2 2 2 2

0, +0 0, —0 0.+ 0

A = 2sin Lt % (cos = 5 > _ cos 1—; 2) (D.7)

I P T - PO DR
A= 2281n 5 2sin 5 2sin 5 (D.8)
1
A= 50103.0203.0102 (D.9)

On reconnait dans Pexpression D.9 une formule classique du triangle, avec R = 1
le rayon du cercle et S son aire :

1
A= ;4RS =25 (D.10)
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